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Difúzní teorie růstu keramického střepu odsáváním vody z kera
mické suspenze do sádrové formy je zobecněna v ,tom smyslu, že jsou 
vzaty v úvahu objemové změny spojené s úbytkem koncentrace vody. 
Je ukázáno, že tyto změny jsou nezanedbatelné a je nutné k nim 
přihlížet při vyhodnocování experimentálnich výsledků. Teorie je 
formulována pro koncentračně závislý difúzní koeficient. Pozornost 
je věnována připadu, kdy difúzní koeficient je sice ve střepu a v suspenzi 
různý, ale uvnitř f ěchto dvou prostředí na koncentraci nezávislý. Jsou 
diskutovány možnosti měření difúzního koeficientu a jiných vlastností 
sledováním kinetiky růstu keramického střepu na rozhraní keramické 
sitspenze a sádrové formy. 

ÚVOD 

Lití keramické břečky do sádrových forem je důležitá tvarovací technika 
vhodná zvláště pro výrobky velkých rozměrů a složitých tvarů. Keramická 
suspenze (břečka) se nalije do suché sách·ové formy. Forma odsává z břečky 
vodu a na rozhraní břečky a sádry se vytvoří souvislá vrstva plastického· 
těsta (střep). Jakmile střep dosáhne požadované tloušťky, přebytečná břečka 
se vylije, a tím se další růst střepu přeruší. 

Břečka je suspenze keramické hmoty ve vodě, v níž jsou rozpuštěny aktivní 
látky zvané ztekutiva. Klesne-li obsah vody v břečce pod tzv. koagulační 
koncentraci, přechází břečka v plastické těsto, které má odlišné reologické 
chování. Ztekutivy lze koagulační koncentraci snížit a tak připravit břečky 
o vysokém obsahu pevné látky, jejichž odvodněním vzniká střep o nízké
vlhkosti.

Růst střepu lze popsat jako difúzní proces. Poněvadž ztekutiva a jiné pří
měsi jsou přítomny jen v malém množství, lze břečku považovat za binární 
směs pevné látky a vody. 

Tento přístup uplatnil Deeg [l], který řešil jednorozměrný problém se 
dvěma rozhraními, tj. rozhraním mezi břečkou a střepem a mezi střepem 
a sách·ou, na nichž předpokládal termodynamickou rovnováhu; difúzní koefi
cienty v každém ze tří prostředí považoval za konstantní. Pozdějšími výzkumy 
se zjistilo [2], že koncentrace vody na rozhraní mezi břečkou a střepem je 
spojitou funkcí místa, takže nejde o rozhraní mezi fázemi v termodynamickém 
smyslu. Na ch·uhé straně Deeg příliš zjednodušil problém tím, že zanedbal 
objemové změny, které difúzi v keramických systémech nutně doprovázejí. 
Jejich velikost lze posoudit podle odsátého objemu vody. 

V této práci je zachován předpoklad termodynamické rovnováhy na 
rozhraní se sách·ou, takže koncentrace vody v suspenzi je zde nezávislá na 
čase. Tento předpoklad umoži'íuje zavést Boltzmannovu substituci [3], jejímž 
důsledkem je, že tloušťka střepu roste lineárně s odmocninou času bez 
ohledu na to, jakým způsobem závisí difúzní koeficient na koncentraci. 

Na rozdíl od Deegovy teorie je v této práci břečka považována za směs 
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dvou nestlačitelných složek. Následkem -této vnitřní vazby je každá změna 
koncentrace doprovázena relaxačním tokem, který se vedle difúze podílí 
na přenosu hmoty. Jak bylo ukázáno v jiné práci [4], je výhodné tento 
relaxační tok vyjadřovat pomocí rychlosti zprůměrněné přes objem 

uo = CUL + (1 - O) Us, (1) 

kde O je objemový zlomek vody, UL je rychlost vody a u8 rychlost pevné 
složky. Pro uo platí 

iio = us + (1 - 0)-1 D grad O, 
uo = UL + c-1D grad O, 

div uo = o,

(2) 
(3) 
(4) 

kde grad a div značí prostorový gradient a prostorovou divergenci. Výhoda 
zavedení uo záleží v tom, že rovnice kontinuity má tvar (4) a 2. Fickův zákon 
je ve tvaru 

BtC + uo . grad O - div (D grad O) = O, 

kde t je čas a 81 značí prostorovou derivaci podle času. 

(5) 

V následujících dvou paragrafech jsou rovnice (2) až (5) použity pro 
výpočet koncentračního pole v břečce a ve střepu. Důsledky odvozených 
vztahů jsou diskutovány v závěrečné části. 

Praktický význam difúzní teorie růstu střepu záleží v tom, že tato teorie 
umožňuje měřit materiálové vlastnosti břečky pomocí jednoduchých experi
mentů a dosazením získaných výsledků do rovnic (2) až (5) numericky 
vypočítávat vývoj koncentračního pole ve složitých, ale pro praxi zajímavých 
případech. 

ŘEŠENÍ PRO D = D(O)

Hledáme rozdělení koncentrace jako funkci místa a času v keramické 
směsi, z níž je voda odsávána pórovitou stěnou. Keramická sr!1ěs je binární 
a difúzní koeficient je známou funkcí koncentrace, tj. D = D(C). Budeme 
uvažovat situaci, kdy břečku i sádru lze považovat za polonekonečná pro
středí oddělená rovinným rozhraním. V čase t = O je břečka homogenní 
a má konce1itraci 00 . Rovnovážnou koncentraci na rozhraní se sádrou 
označíme 08 a koagulační koncentraci Ok, Rovnice (4) a (5) se redukují na 

BtC + u0 oxC - Bx(D BxC) = O, 
dxit0 = O, 

kde x je vzdálenost od rozhraní. 
Olu·ajové podmínky jsou 

t = o, 

t > o, 

t > o, 

X> 0,

X= O, 
X-. - oo, 

0= Co, 
C = Os, 
C = Co, 

(6) 
(7) 

BxC = o. (8) 

Poněvadž rozhraní se sádrou je pro pevnou složku neprostupné, 

t > o, X= 0, us = O .  (9) 
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Z rovnice (7) plyne, že u0 nezávisí na x, Spojením (9) a (2) dostaneme
Uo(t) = (1 - 08)-1 Ds OxClx=O, (10)

kde
Ds = ÍJ(Cs),

Jak známo [5], rovnici (6), podrobenou podmínkám (8), lze pomocí
Boltzmannovy substituce

'f] = x/2 VDst ,
převést na obyčejnou diferenciální rovnici, jejímž řešením je O= Ů(r]).

Dosadíme-li (10) do (6), zavedeme-li substituci (11) a označíme-li
<p = � (l - 08)-10'(0),

kde 0'(0) = dO/dnl
11=o, dostaneme (6) a (8) ve tvaru

2 (n + cp) O'+ (f,,C') ' = O,
'f] = o, O= Os ,
n ==, C=Co, O'= O, 

kde čárkou je opět označena derivace podle 'f7 a LI = D/Ds .
Formální řešení rovnice (13), splňující podmínky (14), je

kde

,, 00 

(O - Os)/(O o - Os) = ( f j(y) dy)/( j j(y) dy),
o o 

f(y) = t,,-1 exp (- f 2L1-1(z + cp) dz) dy.
o 

(11)

(12)

(13)

(14) 

(15)

Jelikož LI je funkcí O, je nutné k výpočtu O= ů(n) užít numerických
metod.

Kinetiku růstu střepu určíme pomocí (15) tak, že na levé straně za O
dosadíme Ok a za 'f7 dosadíme

(16) 

kde X je tloušťka střepu, tj. x = X, když O = Ok . Z (15) potom dosta
neme H jako funkci O k , Os a 00 a funkcionál s argumentem Ll(ů(n)).
Abychom mohli určit H, musíme proto nejdříve znát funkci ů(n) . Kinetika
růstu střepu je pak dána rovnicí (16).

Pro objemový tok odsáté vody N Lo= CsULo, kde ULo = uLlx=o, máme
podle (11), (10) a (12) 

(17) 

kde <p určíme z (12), tedy opět jako funkci Ok , Os a 00 a funkcionál
argumentu f,,(ČJ(n)). Celkové množství Q vody odsáté od počátku do času t
vypočteme pomocí (17) ze vztahu 

Q = f N Lo dt = 2 cp (Dst)½ = 2N Lot .
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ŘEŠENÍ PRO KONSTANTNÍ DIFÚZNÍ KOEFICIENTY 

V BŘEČCE A VE STŘEPU 

Abychom dostali funkci O= Ó('YJ) v explicitním tvaru, nahradíme při 
prvním přiblížení funkci ÍJ(O) stup11ovitou funkcí definovanou 

kde 

OE <Os, Ok), 
OE <Ok, Oo), 

a. 

D11 = (Ok - Os)-1 J ÍJ(O)-1 dO, 
a, 
a. 

D"z1 = (Co - Ok)-1 J ÍJ(O)-1 dO. 
Ok 

(19) 

(20) 

Vztahy (20) definují Di pomocí průměrných odporů, nikoli průměrných 
vodivostí. Tento postup je v souladu s kinetickou teorií a také s empirickým 
faktem, že v binárných systémech s nestlačitelnými složkami je D-1 lineární 
funkcí koncentrace [6], což v našem případě znamená, že 

kde 

OE <Os, Ok), 
D-1 = ((O - Os)/(Ok - Os)) Dkl + ((Ok - O)/(Ok � Os)) D-;1) 

OE (Ok, Oo) ,  
D-1 = ((Co - O)/(Oo - Ok)) Dkl + ((O - Ok)/(Oo - Ok)) Do1 ) (21) 

Dkl = lim ÍJ(O), Dk2 = lim ÍJ(O) a Do = ÍJ(Co). 
a-,.a"+o c-,.ak-o 

Po dosazení (21 ) do (20) dostaneme 

-1 -
1 

-1 -1 D1 -2(Dkl +DB ), (22 ) 

Dosadíme-li (19) do (15) a provedeme-li naznačenou integraci, dostaneme 
po úpravě výsledek ve tvaru: 

kde 

o � ok, (O - Os)/(Ok - Os)=
= (erf (H1ť + <p1) - erf <p1)/(erf (H 1 + <pi) - erf <pi), (23) 

O � ok, (Co - O)/(Oo - Ok)= 

. erfc (H2ť + <p2)/erfc (Hz+ <pz), (24) 

ť = x/X. (25) 

Z (12 ) a (15) dostaneme tyto rovnice pro určení Ht a <pi: 

360 

(Ok - Os)/(1 - 08) = nt <p1 exp 'PT (erf (H1 + <pi) - erf <pi), (26) 
(Co - O1,)/(l - Os) = 

= n·!- rp2 exp rpf exp ((I-12 + <p2)2- (Hi+ <pi)2) erfc (Hz+ <pz). (27)
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DISKUSE 

V laboratoři muzeme u dané břečky měl'it závislosti Q nebo N Lo a X
na t. Koncentrace Co, Ok a Os mohou být změřeny buď přímo nebo měřením 
reologických vlastností (Ok) a rovnováhy střep-sádra (Os), Ze vztahů (25} 
až (27) mohou být potom vypočteny ((Ji, Hi, D1 a D2. 

Jsou-li ({Ji malá, pak z (26) a (27) plyne: 

(Ok - 08)/(1 -Os) = 1tt
q;1 erf H1, (28} 

(Oo-Ok)/(1 -0s) = 1tt
q;2 exp (H�-H'f) erfcH2. (29) 

Jsou-li nadto Ht malá, pak vzhledem k (25) 

D1 = u2(1 - Cs)/(Ck - Gs), 

((Co - Ok)/(1 - Os)) D2 - uDJ +UA= O, 

(30) 

(31) 

kde x. = (1tt)½N Lo= ! Q(1t/t)½ a 2 = X(1tt)t jsou konstanty nezávislé na čase. 

Rovnice (30) a (31) umožňují rychle odhadnout D1 a D2 . 

Veličiny Ok , Os a D 1 lze stanovit i jiným způsobem, např. z kinetiky 
zatuhování. t� 

Za předpokladu, že D1 = D2 = D, (26) a (27) se redukují na 

(00 - Os)/(1 - Os) = 7tt q; exp q;2 erfc cp, (32) 

(Co - 01c)/(00 - Os) = erfc (H + q;)/erfc cp. (33) 

Spolu s (25)i a (25)2 máme tak systém čtyř rovnic, z nichž můžeme nalézt H,
<p, D a jednu z koncentrací Os nebo C'k . 

Je-li q; malé, pak 

odkud 

rp = 7t-½(Oo - Os)/(1 - Os) ,  

H = erfc-1 ((C'o - Ok)/(Oo - Os)) , 

(34) 

(35) 

u= D½(Oo - Os)/(1 - Os), (36) 

},fu= 21t-½((l - Os)/(C'o - Os)) erfc-1 ((Co - Ok)/(Oo - Os)) ::::; 

::::; (1 - Os)(C'k -Os)/(Oo - Os)2; (37) 

vztah (37)2 platí, je-li H malé. Pomocí (36) můžeme odhadnout 08 a D,
změříme-li Q vs. tt při dvou hodnotách 00 . Pomocí (37) pak určíme Ok, 
změříme-li X vs. tt . Můžeme tak stanovit všechny neznámé parametry, 
totiž D, Ok a Os pouze měřením závislosti Q a X na t.

Závislost Q na t u  forem z různých druhů sádry měřili Šatava a Přibylová [8]. 
Zjistili, že Q2 = kt, kde k roste lineárně s pórovitostí sádry a v závislosti 
na střední velikosti pórú sádry prochází . ostrým maximem. Podle (36) 
1c = 4((00 -Os)/(1 - Os))2D/1t. Poněvadž na 00 ani na D nemůže mít sádra 
vliv, má vliv pouze na 
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Je-li H malé, pak z (35) a (25)t plyne, že 

..1. = D½(Ok - Os)/(Oo - Os); (38) 

odtud je vidět, proč se vlivem ztekutiv zpomaluje růst střepu. Ztekutiva 
totiž snižují jak Ok, tak D.

ZÁVĚR 

Difúzní teorie růstu střepu umoznuJe testovat vhodnost keramických 
břeček (popř. i sádrových forem) pro technologii lití stanovením materiálo
vých vlastností Os a Ok a materiálové funkce ÍJ(O). Při rychlém odhadu 
stačí změřit závislost Q a X na t, vypočítat Y. a ,1, a pomocí (36) až (38) 
nalézt Os , Ok a D. Výpočet lze dále zpřesnit pomocí vztahů (28) a (29), 
popř. (26) a (27-), z nichž lze vypočíst D1 a D2. Chceme-li získat funkci ÍJ(O), 
musíme změřit O v závislosti na x a t a použít vztahu (15). Znán;ie-li 
materiálové vlastnosti břečky, můžeme numerickým řešením rovnic (2) až 
(5) modelovat vývoj koncentračního pole při lití do forem složitých tvarů.
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,Il;lticDcD-Y3ItIOI-IHAfl TEOPltifl POCTA H'.EPAMHl.JECH'.OfO 
l.JEPEITRA 

IlaBeJI fpMa 

O6Ufa11, 11,a6opamopu11, xu.,imu u meXH0Jwauu cu11,u,;amoe f/CAH u XTII, Ilpaaa 

RepaMrrqec1rne TeJIO (cycrreH3Hll mrn HaCbIJI(0HHOe TeCTO) cqnTaeTCll CM0Cbl0 J.\BYX He
ClRJIMa0MbIX KOMIIOH0HTOB, mraqe ťOBOpll BOJ.(hl JI TB�J.(OťO Bem:eCTBa (rrrra), T. e. OHO npe,u
CTaBJill0T co6oií: rr,ueaJibIIYIO fornapHyro CM0Cb. ,Il;mJicpysmo B TaKOli CM0CH MOnrno OIIHCaTb 
ypaBH0HHlIMH ('l)-(5), r,ue C - o6'beMHall J.(OJlll BOJ.(bl, UL - CKOpOCTb BOJ.(bl, us - CKOpOCTb 
1,ma H u0 - ycpeJ.(II0HIIa.fl 110 o6'beMy crrnpOCTb CM0CII (CKOpOCTI-I OTHOClITCll I{ IlOJ.(06parrHbJM 
JII06b!M o6pa30M 1rnopJ.(HHaTOM). -YpaBIIeHHe (5) npeJ.(CTaBJlll0T co6oií: B o6m:eM BHJ.(e 2 3aKOH 
<Dirna. ,Il;Jill IIOJiy6ecKOHeqrroií cycrreH3fHI, orpaHH'IeHHOli IIOBepxHOCTHbIM npeJ.(eJIOM C ťJIIJ
COM ypanHeIIHll (4) n (5) yrrpom:aroTCFI n ypaBH0HHll (6) H (7) c rparrnqHbIMH ycJIOBlllIMH (8) 
li (9); X - paCCTOlIHHe OT rrpeJ.(eJia, Co - rraqaJibHall HOH[(0HTpau:n11 cyc11eH3HH H Gs - paBHO
B0CHall I{OH[(eHTpao:nll 11a npeJ.(eJie. ltl3 (2), (7) H (9) CJieJ.(yeT ('10). C IlOMOJI(bIO IIOJ.(CTaHOBKH 
Bou:�rnHHa (11) H napaMeTpa (12) nepenoJ.(HTCll ypaBHeHHe (6) B ypaB11errne (13), pemerr.aeM 
KOTOporo lIBJill0TCll (15). H'.HH0THHa pOCTa qepemrn onpeJ.(0Jlll0TCll Tam1M o6pa30M, 'ITO 3a 
C IIOJ.(CTaBJilIIOT CI{ (HoaryJill[(HOHHall HOH[(0HTpao:Hll) II 3a 'Y/ Bb!palReHne (16), rJ.(e X -
TOJIJI(JIHa qeperrna. 0THOill0HHe ('17) orrpeJ.(0Jlll0T o6'beMHOe Teqerr.ae OTCaCbIBaeMOli BOJ.(bl 
II (18) ee o6m:ee HOJlH'IeCTBO C Haqarra. ,Il;Jill CTe11eHqaTOli 3aBHCHMOCTII D OT C, J.(mpcpeperru:n
pye�rnií OTHomeHHeM (19) norryqaeTcll peIIIemre B BHJ.(e (23)-(27). Jil3 (26) n (27) Monrno 
Bbipa3HTb D 1 H D2 na OCHOBaHHH II3Meperrnll X(t) H N w(t), B TO BpeMll Itait OTIIOill0HHll (23) 
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l1 (24) OIIHCbIBaIOT l{OHI(0HTpaI(HOHHOe IIOJie. B cnyqae H060JibIDOŘ B0JIH1Jllllbl <p1 noJiy•rneTCJI 
(28) li (29), )];JIJI H060JibIDHX B0JIM'IHH <p1 li H1 cnpaB0)];JIJ1BO (30) li (31); 3TH omomemrn IIO-
3BOJIJIIOT 603 3aTp)'AH0HHŘ onpe)];0JI0HH0 Di H D2. ,Il;JIH Di = D2 = D IIOJiyqaeTCJI (32)
li (33); B cnyqae H06OJibIDOro <p cnpaB0)];JIHBO (34)-(37). C IIOMOII(b!O BbIB0)];0HHbIX OTHOme
HllŘ MOJHHO onpe)];0JIHTb D B Bli):];0 cpyHI,I(HH C, 3HaH pa3)];0JI0HH0 I{OHI(0HTpUI(HŘ, HJIH Di
H D2 ],[JIH )];ame c. li Cl(, 3HUH TOJibKO yrJIOBI,10 K03cpcJmI(H0HTbl 3aBHCHMOCT0Ř X H Q OT t1 /2.
IloJiy1JeHHbl8 rrapaMeTpI,I MOJHHO HCIIOJib3OBaTI, )];JIH HYMM0pH1I0CKHX pac•JeTOB C reoMeT
Pll'IeCIWŘ TO'IIHI apemm 6oJiee CJIOJHHblX pemeHHŘ.

THE DIFFUSION THEORY OF CERAMIC BODY GROWTH 

Pavel Hrma 

Joint Laboratory for Chemistry and Technology oj Silicates, 
Czechoslovak Academy oj Sciences and the Institute oj Chemical Technology, Prague 

A ceramic suspension or saturated paste is considered as a mixture of two 
incompressible components, namely water and solid (clay), i.e. as an ideal binary 
mixture. Diffusion in such a mixture can be described by equations (1) to (5), where C 
is the volume fraction of water, UL is the velocity of water, Us is the velocity of solid, 
and uo is the volume averaged velocity of the mixture (the velocities are related 
to an arbitrarily chosen reference frame). Equation (5) is the generalized 2nd Fick's 
law. For a semi-infinite suspension bounded by a planar boundary with gypsum, 
equations (4) and (5) are reduced to equations (6) and (7) with boundary 
conditions (8) and (9); x is the distance from the boundary, Co and Cs are the 
initial and the boundary (equilibrium) volume fraction of water. Equations (2), 
(7) and (9) yield equation (10). Using Boltzmann's substitution (ll) and parameter
(12) equation (6) can be transformed into (13) which yields solution (15). The bcidy
growth kinetics may be determined by substituting Ck (coagulation concentration)
for C, and expression (16) for 'ť/ where X is the body thickness. Relation (17) 
specifies the velocity of water at the boundary, N Lo, and (18) its total amount
since the beginning, Q. The step-shaped relationship of D vs. C defined by relation (19)
yields solutions in the forms of (23) to (27). Expressions (26) and (27) allow to
calculate Di and D2 on the basis of the experimentally determinable functions X(t)
and N Lo(t) while relations (23) and (24) describe the concentration field. Expressions
(28) and (29) hold for small values of <p; while (30) and (31) hold for small values
of both <p1 and H1; these relations permit Di and D2 to be determined readily.
Equations (32) and (33) hold for D 1 = D2 = D; with small <p, equations (34) to (37)
are valid. The derived relations allow to determine D as a function of C when
measuring the concentration distribution or Di and D2, or possibly also Cs and Ck
when knowing only the slopes of the X and Q vs. ti/2

• The parameters obtained
may be utilized for numerical calculations of geometrically more complex cases.

Silikáty č. 4, 1978 363 




