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NESTACIONARNI MOMENTOVA METODA
STANOVENI TEPLOTNI VODIVOSTI

PeTrR ScHILL

Statni vyzkumnsy dstav sklaisky, 501 92 Hradec Krdalové, Skroupova 957
Doslo 13. 12. 1977

V této praci bude navriena novd metoda pro stanovéni teplotni
vodwvostt zaloZend na momentovém iesent rovnice vedent tepla a vhodnd
pro tepelné izolaénit materidly.

UvVOoD

Zjistovani soudinitele tepelné nebo teplotni vodivosti lze plovést v podstaté
nékolika zptisoby, které j jsou urceny tepelnym rezimem, v némz se uskutednuje
méfeni. Ne]castep se méreni provadi ve stamonzumm 1egulzumm nebo ne-
staciondrnim rezimu. Pro kazdy z téchto tii zptisobt méreni bylo vypracovano
nékolik konkrétnich metod, které se pouzivaji v praxi. Obecné lze Tici, Ze pro
dobt'e tepelné vodivé latky postaéi staciondarni metody a pro tepelné izolanty
jsou z casovych duavodi vhodnéjsi nestaciondrni, popi. regularni metody.
Neni tcéelem tohoto pojedndni se zde ddle podrobné zabyvat vSemi témito
metodami, kterych je mnoho [1], [3], ale protoze se déle uvedend navrhovand
metoda bude tykat oblasti nestaciondarniho rezimu, bude vhodné se alespon
ve strucénosti zminit o dvou metodach pracujicich v regularni a nestaciondrni
oblasti.

Mezi metody spadajici do reguldrni oblasti patii napr. metoda konstantné
vyhrivaného linearniho zdroje tepla [2]. Princip metody spo¢ivd v méfent teplo-
ty tenkého topného dratu, ktery prochdzi vzorkem a ktery je elektricky vy-
hrivan tak, aby tvoril ¢asové konstantm linedrni tepelny zdroj. Tento topny
drat je zaroven termoclankem, takze méfeni je pouze jednosondové. Korektni
vyhodnoceni tohoto métreni je podminéno nékolika predpoklady:

1. maly polomér drdatu (pro izolaéni materidly cca r = 0,56 mm),

2. velky pomér délky k poloméru dritu (cca 100),

3. prostredi kolem drdtu je homogenni, izotropni a velikosti se musi pribli-
zovat ,,nekonecnému télesu‘.

Za téchto predpokladi lze fesenim rovnice vedeni tepla v nekoneéném
prostiredi ziskat vztah pro ¢asovy pribéh teploty v misté dratu, ktery mé
v reguldarni oblasti dané ¢éasovym vymezenim re < 7;; 00 tvar

@
T_‘ln}.

kde 4 je tepelna vodivost, z; je doba ndbéhu, @ je konstantni tepelny zdroj.
Tepelnou vodivost A(7') lze ze vztahu (i) uréit souasnym mérenim 7' a .
Pro izolaéni materidly je doba =, uréujici poéatek méreni, priblizné 1 az 2 min.

Mezi nestaciondrni metody patii napt. velmi rozsifend impulsni metoda,
kterda vyzaduje vytvoreni okamzitého, krdtkodobého tepelného zdroje ve
vzorku. Pro pripad linedrniho okamzitého tepelného zdroje Qo a za stejnych

In 7, (i)
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predpoklada 1, 2, 3 uvedenych vySe lze vyjadrit priblizné rozdéleni teploty
ve vzorku funkei

T dax

. o Qo a? a0

T(z, 7) = 1.7 CXP , (i1)

kde @ je teplotni vodivost a & je kolma vzddlenost od topného dratu. Tento
vztah (ii) je dobie vyhovujici pro x < %, kde b je délka drdatu ve vzorku

(kterd je v praxi rovna jednomu rozméru vzorku). Funkece (ii) md Sasovy
extrém T,.. pf tnax @ po experimentdlnim stanoveni téchto hodnot lze
pomoci rov. (ii) vypoéitat veliéiny e a 2. Impulsni metoda mé jesté nékolik
dalsich praktickych modifikaci [1], [3] a v praméru je jejich presnost cca
8—12 9. :

Navrhovand metoda stanoveni teplotni vodivosti patii do nestaciondrni
oblasti, a je tedy vhodnd pro izola¢ni materidly. Je zalozena na vypoétu roz-
déleni teploty aproximativni metodou momentii v koneéném ,,jednorozmér-
ném* télese se symetrickymi okrajovymi podminkami I. druhu. Dosazenim

T 1 . : o S
zméiené hodnoty teploty 7' (E’ 71|, které se dosdhne v misté 1/2 polositky

vzorku v uréitém casovém okamziku z; (daném registrovatelnym zaddtkem
zmény podatedni teploty T’ ve stiedu vzorku) a hodnoty z; do funkce rozdé-
leni teploty, 1ze jednoduchym zptisobem vypoéitat stiedni teplotni vodivost as
materidlu mezi teplotami T a Ty (7w je teplota povrchu vzorku). Hodnoty
¢ast 71 jsou pro izolanty radové pouze desitky sekund a zavisi na teplotach 7'
a Ty. Tato metoda je tedy vhodné pro rychlé stanoveni stiedni teplotni vodi-
vosti izolaénich materidld pro libovolny interval teplot AT = T — T,
pridemsz piesnost se zvysuje se zmensovanim intervalu teplot A7T. Pti pouziti
vzorku ve tvaru kvadru je nutno experimentalné vytvorit podminky za-
rucujici tepelnou ,,nekonecénost‘* vzorku ve dvou smérech tak, aby se tepelny
tok §iril pouze ve tretim sméru (ve sméru 8itky vzorku). Podobné podminky
se musi zajistovat prakticky pii vSech pouzivanych metoddch. Nevyhodou
navrhované metody je nutnost méteni teplot ve dvou vnitinich mistech vzorku
(ve stiedu a v 1/2 polositky), pfiéemz ale postaéi pouze stanoveni teplotnich
rozdilii vzhledem k poéateéni teploté 7', v téchto mistech a neni nutno stano-
vovat tyto teploty v absolutnich hodnotéch, coz zvysuje celkovou presnost
metody. Dalsi nevyhodou je pozadavek na vyrovnani teplot ve vzorku pred
kazdym mérenim, coz ale neni na obtiz, zajimame-li se o stfedni teplotni
vodivost mezi pokojovou a néjakou danou teplotou; takové hodnoty as jsou
v mnoha piipadech v praxi postacujici, nap¥. pro izolaéni materidly ve sta-
vebnictvi.

SPECIFIKACE ULOHY

Prvnim stupném celého postupu bude uréeni funkce vyjadiujici rozdéleni
teploty v jednorozmérné koneéné desce vystavené symetrické okrajové pod-
mince I. druhu. Dal$im stupném bude modifikace této funkce pro jednoduchy
vypodbet stiedni teplotni vodivosti @s z naméfenych hodnot 7'(1/2, z,) a 7.
Tvar funkce pro nestaciondrni rozdéleni teploty, uréeny metodou momentu,
je velmi vyhodny pro aplikace na stanoveni stredni teplotni vodivosti.
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Protoze jde o izolaéni materidly s malou tepelnou vodivosti 4 rovnou fddové
10-1 Wm—1K-1 (napf. rtzné matrace ze sklen&nych vliken), lze obecnou
okrajovou podminkou III. druhuspojitosti tepelného toku povrchem s ispéchem
nahradit okrajovou podminkou I. druhu uréenou zadanim povrchové teploty 7'y.
Uvazujme napi. desku s hodnotou 4 = 0,2 Wm-1K-! polotloustky ¢ = 2 cm,
vyhrdtou na konstantni teplotu 7'y = 800 °C a néhle vloZzenou mezi dva shodné
radiaéni deskové zdroje o konstantni teploté 7's = 1000 °C. V piipadé, ze
vzdélenost desek mezi sebou je mald, lze z pomérnych pohltivosti materiala
pfimo odhadnout konfiguraéni soudinitel zdteni &#. V uvedeném piipadé byl
odhad stanoven hodnotou & = 0,7. Potom je radiaé¢ni ¢islo ohfevu M, rovno

Z T3
oFT 3 0 -8, (1)

le =

kde ¢ je Stefan—Boltzmannova konstanta (¢ = 5,67 . 10-8 Wm~2K-1) a teplo-
ta T's je ve K. Hodnota uréend vztahem (1) je dostateéné vysokd, pricemz
pomér To [ T's == 0,8, jenz je blizky 1, je§té vice zlepSuje podminky pro vzd-
jemné nahrazeni uvedenych okrajovych podminek [4]. Tento piiklad mé pouze
ilustrovat redlnou pouzitelnost dalsich vypodti, avSak nemd na né vliv, protoze
se ddle vychdzi z okrajové podminky L. druhu jako dané.

Okrajovd podminka I. druhu pro vysetfovanou ulohu je tedy stanovena
takto:

1. Poédteéni podminka pro éas = = 0 je

T(x, 0) = Ty = konst. (2)
2. Hraniéni podminky pro ¢as = > 0 jsou
a) T'(— ¢, ) = T(8, v) = Ty = konst., (3)
oT
s = 4
b) ( o )M 0. (4)

Deska je orientovand tak, ze tepelny tok prochdzi ve sméru osy x (tj. ve sméru
tloustky desky), pricemz stény desky (kolmé na osu z), vystavené tepelné
interakei s okolim, jsou velké ve srovndni s jeji tloustkou, takze tepelné toky
ve smérech os y a 2z jsou nulové. Teplota 7' (dile vzdy ve °C) je tedy funkei
rozméru & a dasu .

INTEGRACNI METODA MOMENTU

Vychodiskem je zndmé metoda momenti, kterou poprvé aplikoval Fujita [5]
pro vypocet diftize v desce koneéné tloustky. Tato metoda je dile upravena
pro vypocet vedeni tepla, zobecnéna pro pripady nenulovych okrajovych pod-
minek zavedenim obecnych bezrozmérnych proménnych a doplnéna odvozenim
dalsich vztah@ vhodnych pro aplikaci na méteni teplotni vodivosti.

Rovnici vedeni tepla pro jednorozmérny piipad se souéinitelem teplotni
vodivosti a(7) zdvislym na teploté

0
= D %) (5) 0
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lze pomoci diferencidlnich transformacénich rovnic danych zavedenim bez-
rozmérnych proménnych

55 T — To o AT — K
@-—m, FO—'a—z’ 5__6_ (6)
pitetransformovat do tvaru
00 0 006
7= 3 (#057). Y
kde je pouzito oznadeni
a(T)

aw = a(Tw); a(0) =

(8)

(427

Okrajové podminky (2), (3), (4) budou mit po zavedeni bezrozmérnych
proménnych (6) tvar

a)pror =20

Fo=0; —1=&=51; 6(60) =0, (9)
b)pror >0 |
Fo>0;, £=141; O(£1, Fy) =1, (10)
00
— . & _— = . 11
=0 (5g),,=" ()

Dosazenim néjakého piiblizného reSeni @ rovnice (7) zpét do rovnice (7)
vznikne uréity zbytek e:

00 0 06
are a5 (4015) =+ (2
Priblizné teSeni O je v tomto postupu zvoleno predem ve tvaru
O(&, Fo) = B(I'o) [| ] — [ &0 (Fo) |2 + E(Fo) [| €] — | o (Fo) [1>- (13)

Protoze je tloha symetrickd, postaci ji ddle Fesit pouze na intervalu <0; 1),
a tim ve vztahu (13) odpadnou absolutni hodnoty.

Vlastni princip metody spoéivd v tom, ze se zbytek postupné vynasobi
jednoduchymi vahovymi faktory £0=1 a &' =&, integrdlné zpraméruje
pres cely obor proménné & (tj. vzhledem k symetriénosti tlohy pies interval
{0; 1)) a takto ziskany integralni zbytek se polozi roven nule, ¢imz vznilknou
dvé integrilni rovnice nultého a prvnfho momentu:

1

0
f {.%?0__% [a(@) —f;?]}sdé 0. (15)
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VyteSenim téchto momentovych integralnich rovnic se urdi parametry B(F)
a E(F) pubhzneho reseni (13) Pritom se pouzije okrajovych podminek (9),
(10), (11) a navic, pro urdéeni nového parametru &o(F), nasledujiciho postupu:
esenl ve tvarn (13) platf v intervalu <&, 1), ale v intervalu (0 &) je
O(&, Fo) = 0. Hodnota & je funkei Fo a md tento vyznam: V uréitém Case v =
— 1; < 71 (neboli pii hodnoté Fo = Fo; < Fo1) je

&0 = &0 = fo(Foi); O(boi, Flot) = 0

a pro rozdéleni teploty v desce v tomto okamziku plati

pro 0 =& < &y je 6§, Foi) =0, (186)
pro & <& =1 je 0 20§ Fo;) £ 1, (17)
) €] (C] €]
1 g 41 = L1
T=0 0<t<ny T=1
1 0 1 4 -6 0 & 1 -1 0 1
- L 6

Obr. 1. Pohyb bodu &o(t) ke stiedu desky béhem dEasového intervalu 0 < v = 71

kde ©( & Fo;) je ve tvaru (13). S rostoucim éasem 7 (se vzristajicim Fo) se hod-
nota &o(Is) blizi ke stiedu desky (k bodu & = 0), az ho v uréitém okamziku
T = 7(F'o = Fo;) dosdhne (tzn. bude platit &(Fo,) = 0) a v éase = > ; bude
viude v desce nenulové rozdéleni teploty ® > 0. Podle okrajovych podminek
tedy plati

Fy = 0; &(0) =1, (18)
Iy = Fog; fo(Fm) = 0. (19)

Uvedeny rozbor je schematicky zndzornén na obr. 1.

Podminka O(&, Fy)e—g, = 0(&) = 0 plati s uréitou predem zvolitelnou ne-
presnosti. Podminka (18) odpovidéd podateéni podmince (9). Podstatné je tedy
nenulové refeni (13) v dase <0, 7;», neboli pro Fourierova &isla z intervalu
<0; Fop).

Refenim integrdlnich momentovych rovnic (14) a (15) s ptislusnymi okrajo-
vymi podminkami (18) a (19) je funkce

- (- (RS e
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kde je zavedeno oznadeni
n=~&—&; mno=1—%&,
o« = 300j] a(0) do.

Postup pti feseni momentovych rovnic je uveden v dodatku A.

Reseni ve tvaru (31) plati obecnd pro libovolné & e (0; 1>. V dal§im vy-
kladu bude nutno vyraz (31) upravit pro p¥ipad Fo = Fo, tedy pro & = 0;
v tomto pripadé pro proméné n, a n plati

770(F01) =1; 9= E_EO(FOI) =3

a vyraz (31) prejde na tvar

3

08, Fon) = (oFlos — ) &2 — (oFon — 7)e (32)

Reseni rovnice (7) ve tvaru (32) plati v dase v = 7; (neboli pro Fo = Foy)
a v rozmérovém intervalu 0 < & < 1.

STANOVENI TEPLOTNI VODIVOSTI

Reseni rovnice vedeni tepla (7) ve tvaru (32) vyjadiuje rozdéleni teploty
v desce pouze v jednom ¢éasovém okamziku 7, uréeném dosazenim teplotniho
rozruchu stfedu desky. T'o ovSem nebrani pouzit vyraz (32) k méfeni soudinitele
teplotni vodivosti materidlu desky, ale naopak, toto méieni podstatné urychluje,
protoze teplotni rozruch dosdhne stiedu desky ve velmi kratkém éase, prak-
ticky do 1 minuty (v uvaZovanych centimetrovych tloustkdch desky).
Nejprve je nutno vyjadiit veliinu « pomoci stfedni teplotni vodivosti
as(To, Ty) definované vztahem
Ty
1
as(To, Tw) = Y/ — fa(T) d7. (33)
T
Porovndnim vyrazt (29) pro « a (33) pro as(To, Tyw) a pouZitim transfor-
madénich rovnic (6) se déd « vyjadriit ve tvaru:

30
% =2k (T, T) (34)
Aw

PouZitim tohoto vyrazu (34) a definice Fourierova &isla pro fas T = 71, tj.

AT
FOI = 1:;21 )
prejde feSeni dané vyrazem (32) na tvar
30 as7y 3 30 a57; 5
0w = (L2 — ) o — (22— 3 ) e, (35)

kde je pro strudnost zépisu polozeno as = as(To, Tw).

28
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Vyraz (35) predstavuje jiz vhodnou formu freSeni rovnice vedeni tepla
modifikovanou pro méfeni stiedni teplotni vodivosti as. Hodnota a; se da
z rovnice (35) snadno uréit, a to sou¢asnym méienim teploty ve dvou mistech:
v bodé &; = 0 (pro zjisténi asu 7;) a v néjakém druhém vhodném bodé &, €(0; 1);

napi. pro & = % bude

1
ot (_2" ’1) —7To 1] 40
ess Ty — Do 16 | 157, ° (36)

kde 7, je uréeno okamzikem, ve kterém se zjisti odpoutani teploty 7'(0, <)
uprostred desky od hodnoty 7T',.

PRESNOST STANOVENI TEPLOTNI VODIVOSTI
MOMENTOVOU METODOU

Zhodnoceni presnosti uvedené metody bylo provedeno matematickym
modelovénim, a to tak, ze presné rozdéleni teplot v desce bylo namodelovéno
vypoétem pomoci explicitni metody siti se soucinitelem teplotni vodivosti
zavislym na teploté podle vztahu

a(T) = m(T + n)e. (39)

Z mnoha moznosti byl zvolen pravé tento tvar zdvislosti & na 7', protoze
velmi dobfe vyhovuje mnoha materidlim. Diferenéni rozpis pro sitovou me-
todu je ve struénosti uveden v dodatku B.

Pro porovndni rozdéleni teplot vypoétené metodou momentii se skuteénym
namodelovanym rozdélenim byly zvoleny proménné T, =, & (smiSené rozmérové
a bezrozmérné promeénné) a pro vyjadieni souvislosti ag(To, T'y) s a(T) vztah (33).

Jako konkrétni priklad pro zhodnoceni metody byla pro ilustraci zvolena
stiedné kvalitni deskovd rohoz ze sklenénych vliken polotloustky 6 = 2 cm
s typickym pribéhem zdvislosti soudinitele teplotni vodivosti na teploté
ve tvaru

a(T) = 1,47 . 10-12(T' + 300)1.%. (42)

Pro vypodet rozdéleni teploty v desce metodou siti bylo zvoleno déleni
polotloustky na 6 dilktt (A = 1/3.10-2 m), éasovy krok k = 2s, a hodnota
am = 2,31 . 1076 m2s~! byla urdena ze vztahu (42) (pii teploté 1000 °C). Kri-
térium stability (41) je tedy splnéno:

k
27 - 2am = 0,83 < 1. '
Metodou siti byla potom vypoétena rozdéleni teplot pro 3 rtzné poédteéni
teploty
Ty = 900°C; To = 700°C; To = 500 °C (43)

a pro povrchovou teplotu stény desky
T\ = 1000 °C. (44)
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Do grafu na obr. 2 byla vynesena tato rozdéleni odpovidajici dasim z,, ve
kterych teploty ve strfedu desky (& = 0) dosahly hodnot uvedenych v tab. I,
jenz simuluji experimentalni stanoveni zmény poéatedni teploty 7', ve stredu
desky.

Pr%’) vypocet rozdéleni teplot v desce metodou momenti bylo nutno nejdiive
stanovit prislusné hodnoty es(7%, 7). Tyto hodnoty byly vypoéteny dosaze-
nim teplot (43) a (44) a funkce (42) do definiéniho vztahu (33) a jsou uvedeny
ve 4. sloupci tab. I. Potiebné éasy byly stanoveny metodou siti (jednd se
o matematicky model, tedy hodnoty 7, se nezjiStovaly experimentalné) a jsou
uvedeny v 5. sloupei tab. I. Pomoci vztahu (35) byla vypoétena prislusna
rozdéleni teplot a rovnéz vynesena do grafu na obr. 2. Hodnoty teplot ve
stfedu desky, vypoétené metodou momentd, jsou pro porovnani uvedeny
v tab. I.

1000
t[C]

800

600

Obr. 2. Teplotnt rozdéleni pies polotloustku desky v Sase v = 71 uréené metodouw momenti
(édrkovand kiivka) a metodou sitt (plnd kiivka).

Z grafickych zdvislosti na obr. 2, kde je pro struénost zndzornéna jen jedna
polovina desky (rozdéleni teplot v intervalu —1 = & < 0 je symetrické), je
ihned patrné, ze rozdéleni teplot uréené metodou siti a metodou momenti se
odlisuje tim vice, ¢im je vétsi rozdil teplot AT = Ty — To. Napt. pro AT ==
= 100 °C je max. odchylka 4 °C (v bodé & = 0,8), tj. 4 9, z rozdilu AT, ale
pro AT = 500°C uz ¢ini tato odchylka 50 °C (v bodé & = 0,75), tj. 10 %,
z rozdilu A7T. Pritom 8asy z; byly stanoveny ptiblizné, a to v okamzicich, kdy
velikost teplotniho odpoutédni ve stiedu desky od teploty 7o byla fddové
desetiny procenta. Velmi zajimavy je vlastni pribéh obou druht rozdéleni
teplot, ze kterého je vidét, ze se odpovidajici kiivky protinaji priblizné ve
stfedu polotloustky desky (tj. v bodé & = }). Tato skutedénost je velmi vy-

30 silikaty &. 1, 1979



Nestactondrnt momentovd metode stanovent teploint vodivoste

hodnd pro méreni stfedniho koeficientu teplotni vodivosti as(7%, 7',) metodou
momenti, volime-li &, = }, jak bylo popsdno v zdvéru odstavce Stanoveni
teplotni vodivosti (vztah (36)). Uvedené skuteénosti, ndzorné plynouci
z grafického vyjadreni, lze analyticky vysvétlit tim, Ze metoda momentu je
vlastné urcity druh variacni dlohy, a proto pomoci ni lze ziskat pouze vystie-
dované rozdéleni teplot; proto maji odchylky obou rozdéleni kladné i zaporné
hodnoty. Z toho plyne, ze obé odpovidajici si kfivky musi v uréitych bodech
splyvat. Ve vySetiovanych piipadech obé kiivky prakticky splyvaji v blizkém
okoli bodu & = 0, protinaji se v bodé & = 1 a v jednom dal§im bodé, priblizné
v & = }. V tomto srovnani se rozdéleni teplot uréené metodou siti povazuje
za volitelné presné, podle velikosti kroku % a 7.

Tabulka 1
Porovnéni metody momenta s metodou siti
Zadané hodnoty Vypocétené hodnoty
metoda siti metoda momenta
To Tw AT as 1 1
0, 0, 0, —_
(0] C C m2s—1 7 T(0, 71) T(E,‘ll) T(E,‘tl) Agm Aag
s °C o 5 m32s~1 %
C C
900 [ 1000| 100 2,14 . 10-¢ 12 900,5 917,7 917,9 2,13 .10-6 0,5
700 | 1000| 300 1,82 . 10-¢ 12 700,2 741,0 742,8 1,77 . 10-¢ 2,7
500 | 1000| 500 1,64 . 106 16 500,6 580,0 584,4 1,48 . 10-¢ 3,9

Pro dplnost byl proveden vypodet sttedniho soudinitele teplotnivodivosti asm
podle vztahu (36) odvozeného momentovou metodou, kam byly dosazeny
dasy 71 a teploty 7'(4, =:) namodelované metodou siti, ¢ili hodnoty které by
bylo mozno zjistit peclivé provedenym experimentem. Takto stanovené
hodnoty asy, jsou uvedeny v tab. I, kde jsou v poslednim sloupci jesté rela-
tivni odchylky Aas hodnot agm od zadanych skuteénych hodnot as. Jiz na
tomto jednoduchém prikladé se ukazuje, ze relativni chyba stanoveni as
metodou momentt je pro praktické pripady mensi nez 39,, zvlasté pro malé
rozdily teplot AT = 7'y, — T's do 100 °C je chyba pouze cca 0,5 %, a dokonce
i pro pomérné velky teplotni interval AT = 500 °C dosahuje tato chyba pouze
necelych 4 9.

V zévéru lze fici, ze i kdyZ porovnani metody momentt s metodou siti bylo
zde provedeno jen pro urdity material a urcité teploty, je mozno — vzhledem
k obecnosti uvedenych postuptt — odekdvat analogické porovnéni teplotnich
prubéhit i u jinych podobnych latek. Z toho plyne, Ze i presnost stanoveni
stfedniho soucinitele teplotni vodivosti ag se nebude podstatné lisit od vyse
uvedenych mezi. Z teoretického hlediska je tedy zjistovani stfedni teplotni
vodivosti @s metodou momentt velmi presné a hlavné rychlé, zvlasté pro
nevelké teplotni intervaly AT do 100 °C.
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P. Schill:

DODATEK A
Postup pri feSeni momentovych rovnic

Nejdfive se dosadi hraniéni podminka (10), tj. ® (1, Fo) = 1, do uvedeného
tvaru reSeni (13), ¢imz vznikne rovnost
U4V =1, (20)
kde je zavedeno oznadeni !

U=B.(1—%&)* V=E.(1—%&)?3 (21)

Podminka (20) tedy odpovidd ptivodni podmince (10).
Nyni se vyie$i rovnice nultého momentu, kde je nutno si uvédomit, ze
O(&, Fo) =0 pro 0 £ & £ &, tedy rovnice (14) bude mit tvar

1
! :J{m 3 a0 3¢ |fae =o. (22)

0

Integral I je vhodné rozloZit na dva integraly

I=I,—1I,=0, (23)
kde
: 00 . d 00
I, = —a—j,;dg; Iz:fa_f_l:()af]df
&o &o

Funkce (&, Fo) ve tvaru (13) se dosadi do I, a I, a pouzitim vztahi (10), (20),
(21) se uvedené integraly vyiesi:

P ERPY A 4] ”»
R (A -

kde je oznaéeno
a(l) = a(0(1, Fy)),

protoze podle (10) plati, ze ©(1, F¢) = 1. Dosazenim (24) a (25) do uvedeného
rozkladu (23) vznikne diferencidlni rovnice nultého momentu:

el Fo-s] - Fpn

Podobné se vyiesi druhd integralni momentova rovnice tak, Ze se integral
(15) opét rozepiSe na dva integraly

J=J,—J, =0,

1 1
00 i} 00
J1=f§a—%d§, Jz=ff~a*§~{a(@)a—5-] dé&.
& &
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Nestactondrni momentovd metoda stanoveni teplotni vodivosts

Funkee (13) se dosadi do J; a J;, pouzji se vztahy (10), (20), (21), definice
bodu &, (tzn. ©(&) = 0) a po nékolika dpravéch se integrily vyiesi a rovnice
J1 = J, bude mit tvar

o=+ S [l + 2 -

= a(1) [T:3'55' (1 —%)] —Ia(@) é@- (27)

Pouzitim (26), tj. podminky plynouci z rovnice nultého momentu, se vztah
(27) zjednodusi na koneény tvar diferencidlni rovnice prvniho momentu:

"H%o_ [(1 &y (U +23)] - 300f1 a(®) d6. (28)

Pro dalsi vypoéty je vhodné zavést novd oznaceni
1
o =1—&; « = 30 [a(@)do = konst. (29)
0

Pouzitim téchto novych proménnych (29) prejde rovnice (28) na tvar
d 2 3
dF, [’70 (U +?)] =

#(U +§3) — uFo +C,

kde integralni konstanta € je uréena podminkou (18), tj. Fo = 0, & = 1 => no=
= 0, a to znamend, ze C = 0, a tedy plati

"?%(U + g) = aly. (30)

Z tohoto vyrazu (30) se pomoci vztahii (20) a (21) vyjadi{ nejdiive funkce U
a ¥V a z nich potom parametry B a H:

a po integraci

3

U aF°_?"%
B: =
(1 — &)? 7% ’
5
p__ V. _1—U _ 5 o b
(L —&)pP T (1 —&)» 7

Takto uréené parametry B, B se dosadi do tvaru reseni (13), ¢imz vznikne
koneény tvar rozdéleni teplot ©:

F 3 7 \? off 5 7 \3
wn-(F-DE-(F-YES. o
R o 2) \no b 2/) \no B
kde po zjednoduseni zdpisu byla zavedena novd proménng
n=£&—"&.
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P. Schill:
DODATEKX B
Metoda siti

Diferencialni rovnice vedeni tepla (5) byla rozepsina do tvaru diferenéni
rovnice s ¢asovym krokem k (index j) a rozmérovym krokem % (index ¢) a po
nevelkych upravach byl stanoven tvar vhodny pro naprogramovéni do poéi-
tace:

Tiy =+ [a’“l Ti7h + a7V T — (o7 4 oY) T3 + T3, (37)

kde je oznaceno

9 sl
alft = m( b ;_Tﬁz + n) , at =m (T +Th + n) , (38)

pricemz teplotni zdvislost koeficientu teplotni vodivosti byla v tomto pripadé
volena ve tvaru

a(T) = m(T + n)P (39)

s materidlovymi konstantami m, n, p. Tvar (39) velmi dobie vyhovuje mnoha
materidlim. Bylo by mozné pouzit i jinych zdvislosti a(7"), napi. exponencidl-
nich, coz ale ve studované tloze nenf podstatné. Stabilitu uvedeného rozpisu
(37) zaruéuje podminka

E e +a) <1, (40)

kterd musi byt dodrzena pri volbé velikosti krokt & a . Pro praktické vypocty
byla pouzita podminka (40) ve tvaru

%2“111 <1, (41)
kde a, je predem odhadnutd maximélni hodnota a(7') na vysetfovaném teplot-
nim intervalu. Prostorové kroky velikosti A zac¢inaji v misté @ = 6 a konéi
v misté ¥ = 0. Okrajovd podminka (4), kterd vyjadiuje symetriénost tlohy,
se realizuje pridanim dalstho kroku pro & = —hA s teplotou Ty = Ty-1,
kde Ty je teplota v misté & = 0.

Pro ddle uvedené vypocéty byla rovnice (37) naprogramovéna na stolnim
kalkuldtoru HP 9100B s pouzitim vnéjsi pridavné paméti HP 9101A. Uvedeny
pripad zdroven ukazuje, ze sitové metody reSeni jednorozmérné diferencidlni
rovnice vedeni tepla nevyzaduji v nepiilis slozitych pripadech pouziti velkych
pocitact, jestlize se-provede tisporné programovani na stolnich kalkuldtorech.
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HECTAIIMOHAPHAA METOIOA MOHEHTOB JIAI ONPENEJIEHIIA
HOSOOUIMEHTA TEMIIEPATYPOITPOBOOHOCTH

Ilerp MInmix

I'ocydapemeennniii  nayuno-uccaedosameavcrult uncmumym cmeraa, I'padey Kpanrose

PaboTa oTBejiena MOJIeJILIBIM MaTeMAaTHUECKHM PELISIIIsIM PACIpej(elICHIIsT TeMIIepaTy pbl
B OJIIOpa3MepHOM (DHIIITHOM TeJle NpPH KpaeBLIX YCJOBUSIX IepBoro poja. lIpuBopures
cpaBHeB)e OJHOHi MOMM(PUKALINIL HITEI'PANLHOr0 METOJA MOMENTOB ¢ [HCKPETILIM pPa3HOCT-
HBIM MeTOJIOM I NpeIaraloTcsi BO3MOMKIOCTH IPIMEHCHMSI VIS KOHTAKTHOIO H3MepeHus
Kospdiuuenta TeMilepaTyponpoBOAHOCTH H30JIPYIONUX MATEPHAJOB.

Ilnst GeicTporo m3MepeHIsI cpefiero KoaQQuiuueHTa TeMlCpaTypPOIPOBOJIHOCTH BBIBO-
JITCH cllefiyioliiee OTHOLIeHMe

as(To, Tw) T(3, 1) —To + 1) 442

3 0 w) =|—— —

’ Tw — T 16 151, ’

rpe To n Ty MOCTOSINHASI HAYAJIBHAS I IOBEPXHOCTHAsI TCMICpaTypa, 6 — IOIYTOJUINHIA
wiactuusl, T(1/2, 7)) — TeMnepatypa B TOUKe x = 5 M Ti — BpeM#, B TeUeHHe KOTOPOIo

TeMIepaTypa B cepejilHe IJIACTHHBI HAYINAET OTKIOHATLCS OT HAYaJIbIO Temicepatypsl T
(B Toure & = 0).

Puc. 1. Joeuacenue mouxu Eo(t) x cepedune naacmuwnwt 6 wunepsase gpesenu 0 = v = 11.

Puc. 2. Pacnpedeaernue mestnepamypst 4epes NOAYMOMYUNHY NAACMUNBL 60 GPEMA T = Ty
onpedeaerroe smemodost Moaermog (Wmpuroeas Kpusas) U pPasHoCHIHbLAM MEO0D0.L
( noanas kpusas).

NON-STATIONARY MOMENT METHOD OF THERMAL
DIFFUSIVITY DETERMINATION

Petr Schill
State Glass Research Institute, Hradec Krdalové

The paper deals with mathematical models of temperature distribution in a one-
-dimensional finite body at boundary conditions of prescribed surface temperature.
A comparison is made of the modified integral moment method with the network
discrete method and applications are suggested for contact measurement of thermal
diffusivity of insulating materials.

The following relationship was derived for the purpose of rapid measurement of
mean thermal diffusivity as( 7o, T'w):

as(To, Ty) = ( T (12, 7,) — To 1 ) 452

Tw Sy To 16 15 T1 i’
where To and T are constant initial and surface temperatures respectively, J is

half-thickness of the plate, T'( 1/2,7,) is temperature at point & = 5 and 7, is the mom-
ent at which the temperature at the plate center (point @ = 0) begings to change from
the initial value 7.

Fig. 1. Movement of point &o( ) towards the plate center during time interval 0 < T < 4.
Fig. 2. Temperature distribution over the plate half-thickness at time v = T determined
by the moment method (dashed curve) and by the finite differences method (solid curve).
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