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Resent rovnice energie s nestaciondrnim lenem numerickow sitovou
wmplicitnt metodow na éislicovém poéitaéi spoéiva v jejim diferencovant,
rozpisu na systém diferenénich (vesmés nelinedrnich) rovnic pro
jednotlivé Sasové vrstvy zvolenych stitdavych smérd vypodiu a vypra-
covdni programu pro poéitaé. Viypoltové je sledovin wvliv hodnoty
Prandtlova ¢isla na teplotnt pole a je provedena analyza optimalizace
dasového krokw nestaciondrnich 4 staciondrnich wloh.

UvoD

Sklarské vanové pece jsou zakladnimi technologickymi agregdty na vyrobu
skloviny. Jejich konstrukénim feSenim a zptisobem jejich provozu je mozné
podstatné ovlivnit kvalitu skloviny, technické i ekonomické parametry vyroby.
O Gspé8ném vyTeSeni téchto problému je v8ak mozné se presvédéit aZ po posta-
veni taviciho agregidtu komplexnim posouzenim jeho &innosti a faktoru, které
jeho provoz ovliviiuji. Optimalni skloubeni &asto prosichidnych pozadavka
nelze zfejmé nalézt bez hlubsich znalosti fyzikdlné chemickych zakonitosti
déju, které probihaji uvnitf agregatu. V takovémto ptipad¢ se jiz nelze obejit
bez poéitace.

Vyuziti poéitace pro védeckotechnické vypocty z oblasti sklafské problema-
tiky je oviem mnohem S&ir§i. Vesmés vidy ale fyzikalni analyza a znalost
vytéeného problému vede k vytvoreni vhodného deterministického modelu,
ktery vychazi ze souCasnych znalosti studovaného technologického procesu,
popt. z fyzikalnich zadkonitosti chovani dané ¢asti strojniho sklafského zatizeni.

Takovyto model lze pak formulovat velmi obecné a tak zvysit racionalnost
opakovanych vypoétl, kdy pro dané konkrétni podminky je nutné v determi-
nistickych modelech definovat pouze okrajové a pocateéni podminky uréujici
jednoznaénost TeSeni. Plesnost vypoctt pak zavisi hlavné na pfesnosti urceni
fyzikalnich koeficientii rovnic.

Témeér viechny technologické procesy spojené s vyrobou skla jsou provizeny
prenosem energie a ve velké mile je kvalita jednotlivych vyrobnich pochodii
urcéena teplotnim polem i dynamikou zmén teplotniho pole béhem procesu.
Je zlejmé, Ze znalost vlivu teplotniho pole a jeho dynamiky na zakladni fyzi-
kalné chemické procesy patfi mezi zakladni otazky, které musi byt zodpove-
zeny pied optimalizaci vyrobnich procest. -

Matematické modelovani teplotnich procestt ve skloviné nebo v &astech
strojniho zafizeni, provadéné na &islicovém pocitaci, vyzaduje peclivou volbu
matematického aparatu. Nestaciondrni rovnice prenosu tepla, popisujici
prenos energie ve skloving, je charakterizovana existenci mohutného zarivého
tepelného zdroje ve hmoté skloviny, nelinearnosti okrajovych podminek a tep-
lotni zavislosti fyzikalnich vlastnosti hmot.
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V dlanku je uveden efektivni algoritmus pro numerické feSeni rovnice
vedeni tepla implicitni, absolutné stabilni metodou siti. Pfenos tepla ve vice
dimenzich je FeSen zavedenim st¥idavych smért vypoétu.

Je uveden matematicky apardt, umoznujici velmi efektivné modelovat Fadu
aplikaénich problémi z oblasti tepelnych déji, pro néz lze pouzit rovnice pie-
nosu tepla (zachovaci rovnice energie).

Numerické metody TeSeni rovnice pienosu nebo vedeni tepla pa,tii k nejroz-
suene]am a je jim vénovana rozsihla literatura (1], [2]. Zd4 se, Ze ne]efektlv-
néjSimi numerickymi metodami FeSeni této rovnice jsou sitové a variacni
metody. Ze sitovych metod jsou nejcastéji uziviny metody koneénych dife-
renci, kdy se hledd priblizné FeSeni zadané tlohy pouze v koneéném poétu
bodi sité. Danéd rovnice a okmjové podminky se splni pouze piiblizné v tom
smyslu, Ze diferencidlni a popf. jiné operdtory, v rovnici se vyskytujici, se
nahradi operatory, které energetickou rovnici aproximuji a které opelu]l
pouze s funkénimi hodnotami ve zvolenych bodech. Metoda siti ]e pro TeSeni
nestacionarnich problémii vedeni tepla vhodnéjsi nez metody variadni. Clanek
je logickym pokraéovanim diive publikované prace [3].

MATEMATICKA FORMULACE FYZIKALNI ULOHY

Pii formulaci fyzikélniho problému pienosu energie ve sledovaném neizo-
termnim systému je vhodné vychézet z nestacionarnich podminek. Takovyto
fyzikalni pristup je obecnéjsi a pfi matematickém FeSeni lze vyhodné sestavit
algoritmus i vypoctu tak, Ze stavy staciondrni i nestacionarni lze vyjadiit
a TeSit stejnym matematickym apardtem. Pak stav. teplotniho pole, jez se
dédle s Gasem nevyviji, je feSenim staciondrni dlohy. -

Pro viskdzni kapalinu a pomalé dvojrozmérné proudéni kapaliny lze psat
zjednoduSené rovnici zachovani tepelné energie (rovnici prenosu tepla):

ec[%§+%<uiﬂ)+a—ay(v1’)]=%( gff)+ai( a§)+Q (1)

Leva strana rovnice (1) je sloZena z nestacionarniho ¢lenu a €lentt konvektiv-
nich, které vyjadiuji prenos tepla proudénim kapaliny. Pravéa strana rovnice
pak obsahuje tzv. diftizni Elen (pfenos tepla molekuldrni vodivosti) a mérny
objemovy tepelny zdroj @.

DIFERENCOVANI VICEROZMERNE ROVNICE ZACHOVANI
ENERGIE IMPLICITNIM SCHEMATEM

Pii ndhradé diferencidlnich operatorit v rovnici (1), operdtory diferenénimi
budeme postupovat implicitnim zpiisobem. To znamend, Ze vypocet bude pro-
bihat rekurentné tak, Ze z feSeni v obecném (k£ — 1) Easovém intervalu budeme
pocitat TeSeni v Casovém intervalu (lc).

Efektivnost vypo&tu tepelnych pfenosi sifovou implicitni metodou je pod-
minéna moZnosti.- sestavit z diferencované rovnice (1) soustavu linedrnich
algebraickych rovnic s tridiagondlni matici koeficientt. U vicerozmérného
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problému lze tuto podminku splnit zavedenim stfidavych sméra vypodtu nebo
metodou roz$tépeni operatora [3).

Rozdélime interval vypocetni oblasti <0, X» na &N dilka a interval {0,Y> na
M dilka. Spojenim délicich bodii pokryjeme jednoduchou pravotthlou oblast
vypocetni siti. Indexové oznatme obecny uzel sité (i, j), funkéni hodnoty
v Gasovém kroku (k) pak T%;.

Diferenéni nahrada, 1'ovmce (1) pri prechodu z (k-— 1) casové vrstvy do

Iy. PR : - :
vrstvy (lc — E) je pro vypocetni smér a ddna vztahem (2) a obdobné ve vy-

7 ) = - . 1
pocetnim sméru y pro pirechod z Casové vrstvy (k — 2—) do vrstvy (k) vede
ke vztahu (3). '

Jednodussi vyrazy ziskdme u metody rozstépeni. Diferenénim vyjadienim
rovnice (1) dostaneme (4) pro vypocetni smér a a (5) pro vypocéetni smér y.
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Spravnému vyjadieni okrajovych a poéateénich podminek sité, odpovidaji-
cich zadéani lohy, je nutno vénovat velkou pozornost. I pro okrajové prvky je
nutné pouzit rovnici zachovani energie popisujici nestaciondrni podminky.

NEKTERE VYPOCETNI APLIKACE

Z tady provedenych vypoctti uvedme vypocet teplotniho pole v modelovaci
kapaliné za jednoduchych geometrickych i okrajovych podminek. Vypoéta
bylo pouzito jednak pro sledovéani vlivu tepelné vodivosti kapaliny na rozdé-
leni teplot, jednak pro zjistovani vlivu éasového kroku vypoétu na konvergenci
a rychlost vypoétti. Dale bude uvedeno teplotni pole, vypoctené ve svislém
fezu elektrické kontinualni pece o vykonu 1 t/24 h.

Vliv hodnoty Prandtlova &isla na teplotni pole

V tomto odstavei ukdzeme vysledky vypoétl teplotniho pole v pravouhlém
uzavieném prostoru vyplnéném viskdzni modelovaci kapalinou. Stény komory

a=6.10"m Pr = 13.10°
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Obr. 1. Teplotni pole v modelové kapaliné, vypoétené pro a = 6.10-5 m?/s,
Pt = 1,3.102
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jsou udrzovany termostatem na predepsanych hodnotach. Proudéni kapaliny
pfirozenou konvekei bylo vyjadfeno FeSenim pohybovych rovnie, rovnéz
s uzitim implicitni metody stfidavych smért.

Na obr. 1 az 4 jsou zndzornény vysledky fady vypodéti provedenych pro
rizné hodnoty souéinitele teplotni vodivosti kapaliny a = A/gc. Rozlozeni
teplot na okrajich oblasti bylo vzato z experimentélniho méfeni. Vlivem pfi-
rozené konvekcee stoupd kapalina podél levé boéni stény (40 °C) vzhiiru a ohiiva
se. Proud kapaliny se potom staéi doprava a podél pravého okraje (24 °C)
klesd a vraci se k teplé sténé.

a = 10%m?s7 Pr=8.10°
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Obr. 2. Teplotni pole v modelové kapaling, vypoétené pro ¢ = 10-6 m2/s, Pr = 8. 103,
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Obr. 3. Teplotni pole v modelové kapaling, vypodtené proe = 4. 10-7m?[s, Pr = 2. 10%.

Vypoétené hodnoty teplotniho pole dobfe odpovidaji naméfenym hodnotam.
Doba vypoétu na poéitaci ODRA 1204 byla v rozmezi 30—40 min pro sit
33X 13 bodi.

Pro stalé hodnoty Reynoldsova ¢éisla (Re = 6,45.10-5) byla spoétena
teplotni pole pro 4 rozdilné hodnoty Prandtlova éisla Pr. Vysoké hodnoty
teplotni vodivosti a jim odpovidajicich nizké hodnoty Pr vyhlazuji teplotni
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pole v proudici kapaliné potla¢enim vlivu proudéni. Obdobny vliv maji nizké
hodnoty é&isla Re.

Z obr. 1 je ziejmé, Ze pro velkou teplotni vodivost (¢ = 6. 10-5 m2/[s) neni
v teplotnim poli vliv proudéni ziejmy. Pievazna ¢ast tepelné energie je preva-
déna molekularni tepelnou vodivosti, takze sdileni tepla vede ke stejnému

a=13.107m%" Pr=62.10*

259¢
1 1 I. /l
16 20 24 28 32
x [em]
Obr. 4. Teplotni pole v modelové kapaliné, vypoétené pro «¢ = 1,3.10-7 m?/s,
Pr = 6,2. 104
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Obr. 5. Vliv stdlého a rovnomérné se zvétsujiciho éasového kroku na konvergenei feseni.

obrazu jako v tuhém télese. Dalsi zvySovani hodnot souéinitele mérné teplotni
vodivosti uzZ nemé prakticky zadny vliv na rozloZeni teplot v kapaliné.

Na obr. 2 je hodnota teplotni vodivosti sniZena (¢ = 10-¢ m2[s). Spodni
cast izoterm se témer nelisi od predchoziho pfipadu, v horni €asti je jiz patrna
deformace izoterm ve sméru proudéni kapaliny.

S klesajicimi hodnotami teplotni vodivosti (obr. 3 pro « = 4. 107 a obr. 4
pro ¢ = 1,3. 1077 m?[s) je deformace izoterm napadnéjsi a je patrny i vliv
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zpétného proudu ve spodni ¢asti. Vétsi vliv dopfedné ¢asti proudu lze vysvétlit
tim, Ze proudéni teplejsi kapaliny je znaéné rychlejsi a je soustiedéno v uzsim
pasmu.

Stanoveni optimalniho ¢asového kroku

Pro zjisténi optimalniho ¢asového kroku pro vypodet staciondrniho pro-
blému byl opakovan vypoéet téhoz piikladu za stejnych poéateénich podminek
s raznou volbou ¢asového kroku. V jednotlivych bodech vypocetni sité hyly

. ’ PR PN . x . ‘ k
vyhodnocovéany rozdily mezi FeSenimi v sousednich dasovych vrstvach AT ) —

= T" — 7 nejvetsi z nich AT®, = Max | {AT!) | muaze slouzit jako
kritérium rychlosti konvergence vypoétu. Zjisténé vztahy mezi rychlosti
konvergence a ¢asovym krokem ukazuji obr. 5 a 6. Nepravidelnosti v prithéhu
zavislosti A 7% jsou zplsobeny tim, Ze maximalni odchylky se nevyskytuji
stale ve stejném bodé sité.
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k
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Obr. 6. Vliv éasového kroku, rostouciho podle geometrické rady, na konvergenci reSeni.

Nejjednodussim piipadem je uziti stalého ¢asového kroku. T¥i varianty
(r =102, 103 a 104s) jsou uvedeny na obr. 5. Na zacatku vypodtu dava nej-
lepsi vysledky kratsi ¢asovy krok, ale v prubéhu FeSeni nabyvaji postupné
na vyznamu delsi éasové kroky tak, jak se vypocet pfiblizuje ustalenému stavu.
Déle byl zjistovan vliv proménlivého éasového kroku podle aritmetické Tady
7y = 200k. Kromé pocéateéni oblasti dochazi k rychlému a pravidelnému sni-
zovani teplotnich odchylek a TeSeni rychle konverguje ustdlenému stavu. Zména
¢asového kroku podle geometrické fady »; 100 . y* se naproti tomu neosvéd-
¢ila. Z obr. 6 je zi'ejmé, Ze AT;’;'S.X neklesa pod uréitou hodnotu, takze vypodet
nemuze dospét k ustalenému stavu.

silikaty &. 3, 1979 239



J. Stefan, M. Skiwan:

Pouziti implicitni metody pro simulaéni vypoéty teplotnich poli
ve skloving

Znalost teplotniho pole je jednou z uréujicich podminek pro ziskani objektiv-
niho nazoru na posouzeni kvality zkoumandého technologického pochodu. Pro
posouzeni moznosti vyuziti vypocetni techniky v této oblasti uvadime priklad
vypoctu rozlozeni teplot ve svislém Fezu celoelektrické tavici pece o vykonu
1¢/24 h, vytapéné dvéma pary horizontalnich elektrod. Na obr. 7 je uvedeno
schéma uvedené pece véetné slozeni stén a umisténi elektrod. Vypocet byl
proveden implicitni metodou stfidavych smért ve vypocetni siti s 35X 17 uzlo-
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Obr. 7. Schéma celoelektrické pece o vykonu 1 t/24 h.*)
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Obr. §. Vypocétené teplotni pole ve skloviné draselny kiistdl a v mostu elektrické vany
o vykonu 1 t/24 h.

vymi body pro sklovinu draselny kiistal. Priblizna doba vypoétu byla 15 h
na pocitaci @dra 1204, popf. asi 30 minut na poéitaci IBM 370. Vysledky vy-
poctu teplotniho pole jsou znazornény na obr. 8. Z prabéhu izoterm lze usuzo-
vat i na smér proudéni skloviny. Stiedem taviciho prostoru stoupéa sklovina
vzhuru, ochlazuje se a po obou stranach (zadni sténa a most) opét klesa. Horni
¢asti pratoku proudi sklovina co pracovni ¢asti, stoupd podle mostu k hladiné
a Castecné odtéka z vany vytokem, Castetné se opét vraci jako zpétny proud.

*) Na obrédzku je nesprdvné uvedena kéta 16,6 misto 1,16 a je provedeno nesprdavné
Srafovdni corhartového mostu.
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Tyto vztahy jsou lépe patrny z proudnic na obr. 9. O vypoétu proudnic a o vy-
poctu slozek rychlosti proudéni %, i elektrického vykonu @, potfebnych k fe-
Seni rovnice prenosu energie (1), bude pojednano v nékteré z nasledujicich
praci.

Pri numerickém FeSeni rovnice (1) v proudici kapaliné nejsou uz zminéné
implicitni metody vlivem proménlivych konvektnivnich élent absolutné sta-
bilni, a proto je zde nutné dodrzet urcita omezujici kritéria. Presto viak maji
implicitni metody uré¢ité vyhody proti metodam explicitnim.

Obr. 9. Proudnice ve skloving draselny ki'istal.

ZAVIER

Popsana implicitni metoda umoznuje Fesit velmi efektivné i pomalu se vy-
vijejici teplotni déje.

Pri TeSeni pienosu tepla v proudici kapaliné neni jiz tato metoda absolutné
stabilni (vlivem konvektivnich ¢lenti), ale pfesto umoznuje vypocet i pro dosti
velké hodnoty Pr, Re a Fo &isla bez vétsich obtizi, které lze odstranit vhodnou
metodikou vypoctu.

Bylo experimentalné prokazano, ze tato metoda dava vysledky v piijatelném
rozsahu presnosti i pro znaéné hrubou sit.
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Piehled pouzitych symbolu

T s cas

T K teplota

c J . kg 1Kt mérné teplo za stalého tlaku

) kg . m—3 mérnd hmotnost

A W . m-1K-1 soucinitel mérné tepelné vodivosti
a m? . s-! soudinitel mérné teplotni vodivosti
@ m.s-! slozka rychlosti ve sméru
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m.s™1 slozka rychlosti ve sméru y

W .m-3 mérny objemovy zdroj tepla

rozmér oka sité ve sméru x

rozmér oka sité ve sméru y

Gasové déleni sité

poradové é&islo posledniho Fadku sité
pofadové é&islo posledniho sloupce sité

=

Indexy

i, ] prostorové déleni sité
ke Gasové déleni sité

Operatory

=, = parcidlni derivace

PACULET TEMIIEPATYPHOTO 1TOJIfI B CTEKJOMACCE
YUHUCIHEHHBIM HEABHBLIM METOLOM

fIpocitaB IllTedhan, MunpociaB CKp:KuBan

T'ocy@apemeenrntii nayuro-uccaedogameavciuli uncmumym cmeraa, I'padey K paaose

B crartne onmucaH d))eKTIBHLIN CCTOTHDIIT YIICICHHBII METO/ 110 PEIliCHIII0 YPaBHEHIIs Iepe-
paun gHeprun. Ilo cpaBHeHHIO ¢ SIBHGIMMI MCTOJAMII HESIBHGII METOJ II3BIICKACT II0NL3Y M3
TOTO, YTO OH HE TPEOYCT BLITOJIHCIIIS JIONOMINTEILHLIX YCIOBI YCTOHUNBOCTI, CBA3LIBAIO-
IUIX pacueTHLH] BpEMEHHOIH Wiar, III0THOCTh PACUCTHOM CETIMI 1T (JIBIYCCKIIe CBOHCTBA CPEjIbI.
Jl1s ducnenoro penieHUs HecTalIIOHADHOIO YPaBHEHISI NEpefau HEPrHIl Ha Lu(pPOBOM
BLIMICIIITEINLHOIT MammnHe HeoOXomuMo nepesecTi UIG@epCHINIANLELIC YPABHEHISI B pag-
HoctHple. [TpnBejieHa Taroke mepepaGoTra clCTeMbl PABHOCTHLIX, GOJILIICH acTLIO HeHel-
HDBIX YPABHCHIN [JsT OTAGILHLIX BPCMCIHLIX CJI0CB METOJOM IIPOJOJILHO IIOICPEYHOIl Mpo-
roHkH. TakiM oGpa3om ofGeciieyeHo, YTO MaTpILA CHCTEMB! YPaBHEHIIl HEABHOI'O OMICAHIIS
OCTaeTCs TPIYIIATOHAJLHOIL TakMKe /IS Pellelis MHOTOMCPHLIX 3ajay, 3a cuer yero obec-
1e4yeHo Mo BPCMeHN 3()eKTIBHOC pEeUICIHILe.

B uacTi, Kac. NMPIMEHEHIIsT, MaTeMaTiueckas MOMNCHL IICIIONL30BAHA JUIsI IICCIEGAOBAHIIS
BIISTHIT 3HaueHIst usicaa Ilpanyria Ha Temneparypnoe moJie. PesyJinraTbl X0pouio ¢ooTBeT-
CTBYIOT 9KCIIEPIMEHTaALHLIM JTAHHGLIM. D0JIbIoe BHIMAHIIC TAKKC YJ(€JIEHO ONPEJICJICHIIO0
OIITIIMAJILHOTO BPEMEHHOI'0 luala.

Omucannas Merojmka Oplla MpiMENEHA JUIsS pacyeTa PACIpPEICIICHIsL TEeMIICPATypPH
B CTEKIOBAaPEHHOIT BallHOIi 11CuIl.

Puc. 1. Temnepamyproe noae ¢ modeavhoii scudrocmu, pacwumarnoe 0az a =6 . 1073 m?/c,

IIp = 1,3. 102

Puc. 2. Temnepamyproe noae ¢ wodeavkoli acudrocmu, pacuumanmnoe das a = 1076 /e,
IIp = 8. 103

Puc. 3. Temnepamyproe noae ¢ modeavhoii scudrocmu, pacuumanmoe das a = 4. 1077 m?/c,
oOp = 2. 104

Puc. 4. Temnepamyproe noae ¢ sodeavroli scudrocmu, pacuumanmoe dan a = 1,3 . 10-7 mifc,
IIp =6,2. 104
Puc. §. Bauanue nocmosanmo20 u HENPEMsEHHO YCEAUNUBAIOWES0CR GPEMEHNHO020 UA2Q HA KOH-
6epzeHyUI0 peuteHu.
Puc. 6. Bausnue epeseniozo waza, pacmyuezo no 2e0Mempuieckosy pady, Ha KoHEep2eHYUID
pewenus.
7. Cxema noaroarexmpureckots neww aowrocmvio 1 mjcymuuw.
8. Pacuumarroe mesnepamyproe noae 6 CMERAOMACCE KAAUEGHLIL XPYCMArb U 6 MOCME
anexmpuyeckoll garmut sougrocmuvlo 1 mfcymru.
9

. Jluruw moxa 6 cmeraosacce Karuesyiii xpycmaad.

Puc.
Puc.

Puc.
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Vypolet teplotniho pole ve skloviné numerickou implicitnt metodou

CALCULATION OF TEMPERATURE FIELD IN THE MELT BY
A NUMERICAL IMPLICIT METHOD

Jaroslav Stefan, Miroslav Skiivan
State Qlass Research Institute, Hradec Kralové

In the article an effective grid numerical method for the solution of an energy trans-
fer equation is described. In comparison with explicit methods the implicit method is
more advantageous as it does not require additional stability conditions,tying together
the numerical time step, the numerical grid dimension and the physical properties of the
domain. For numerical solution of a non-stationary energy transport equation by
a digital computer the differential equations are to be trarsformed into difference
equations. A system of difference equations, mostly non-linear ones, for individual
time layers of alternate directions of the calculation is specifid. Thus it is ensured
that the matrix of the system of implicit description equations remains tridiagonal
also for the solving of multidimensional problems so that a time-effective solution
is guaranteed.

The mathematical model was used. for following the influence of the Prandtl number
value on the temperature field. The results are in good agreement with experimental
data. Attention is also paid to the optimum time step determination.

The method described was used for the calculation of temperature distribution in
a glass tank furnace.

Fig. 1. Temperature field in a model liquid, computed for ¢ = 6 x 10-5 m?/s,

Pr = 1.3 x102.
Fig. 2. Temperature field in a model liquid, computed for ¢ = 10-¢ m?/s, Pr = 8 x 102.
Fig. 3. Temperature field in a model liquid, computed for a¢ = 4 x10-7 m?/s,

Pr = 2 x104.
Iig. 4. Temperature field in a model liquid, computed for ¢ = 1.3 x 107 m?/s,
Pr = 6.2 x 104,
Fig. 6. The effect of constant and uniformly increasing time step on the solution con-

§
vergeney.
Fig. 6. The effect of time step increasing according to a geometric series on the solution.
convergency.

Fig. 7. Schematic diagram of an all-electric furnace of 1 t/24 h output.
Fig. 8. Computed temperature field in a potassium crystal melt and in the electric

tank furnace bridge of 1 t/24 h output.

9

Fig. 9. Flow path in a potassium crystal gass melt.
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