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PODOBNOST ELEKTROTERMOMECHANICKYCH PROCESU
PRI MODELOVANI TAVENI SKLA

Paver, Hruva
Spoleénd laboratof silikdtt GSAV a VSCHT, 116 28 Praha, Suchbdtarova 5
Desle 28. 8. 1979

Jsou diskutoviny podminky podobnosti mezt modelem « dilem v pFipadé
elektrického taveni skla, jestlize transporini vlastnosti (viskozita, teplotni
vodivost, elektrickd vodivost): a) jsou nezdwvislé na teploté, b) zdvisi na teploté
linedrné, c) zdvisi na teploté podle Arrhentove vztahu. V piipadé b) musi byt
métitko pro teplotni koeficient prislusné transportni vlastnosti rovno pievrdcené
hodnoté méfitka pro referenént teplotni rozdil a v pFipadé c) must byt méritke
pro referenéni teplotu « referencnt teplotni rozdil identickd a rovnd méFithu
pro charakteristickou teplotu (aktivavni energii) prisludné transporini vlast-
nosts.

UvVoD

Agkoli literatura o fyzikadlnim modelovani sklafskych peci je velmi rozsahld,
exaktn{ formulace podminek podobnosti je v ni spie vyjimkou neZ pravidlem
Jednou z t&chto vyjimek je Banzalova prace [1], v niZ jsou diskutoviny podminky
podobnosti za piedpokladu konstantnich transportnich koeficienti. Transportni
vlastnosti skla vSak siln& zavisi na teplot8, a proto Stan&k [2] klade poZadavek
podobnosti jejich teplotnich zavislosti pro sklo a modelovou kapalinu. Adekvatni
zpusob zbezrozmérnéni diferencialnich rovnic pro rychlostni, teplotni a elektrické
pole je b&Zny v literatule o matematickém modelovani. Tak Wright a Rawson
[3] voli bezrozmérnou rychlost v = (L/a) v, coz v souladu se skute€nou situaci
pii taveni skla implikuje, Ze konvekéni a kondukéni ¢len v rovnici energie jsou
téhoz fadu. Soudasné, podobns jako Banzal [1], ukazuji, Ze pii vysokém Prandtlové
tisle lze zanedbat setrvatny ¢len v rovnici pohybu, kterda se tim zlinearizuje.
Touto linearizaci je pak mj. zabezpeten piedpoklad superpozice volné a nucené
konvekece, ktery pouzivaji McConnell a Goodson [4]. Mase a Sasagawa [5] voli
stejny zpusob Skalovani jako Wrigth a Rawson [3], ale navic uvaZuji zavislost
transportnich vlastnosti na teplot&. V bezrozmérnych rovnicich ji vyjadiuji pomoci
bezrozmérnych transportnich funkei bezrozmeérné teploty. TytéZ vychozi rovnice
uvadeéji Hayakawa aj. [6] a aplikuji je na matematicky i fyzikalni model. BohuZel
viak neuvadgji zadné blizsi podrobnosti.

Adekvatni fyzikdlni modelovdni musi byt nepochybn& zaloZeno na spravné
volb& invarianti podobnosti, mezi nimiZ musi byt zahrnuty i parametry teplot-
nich zavislost{ transportnich koeficientu. Cilem tohoto pkisp&vku je formulovat
pozadavky na fyzikalni model a modelovou kapalinu v p¥ipad® kombinované volné
a nucené konvekce v konduktivné nebo odporové vyhiivané kapaling s teplotné
zavislymi transportnimi vlastnostmi.

ZAKLADNI VZTAHY

Sklovinu budeme povaZovat za Navierovu—Stokesovu—Fourierovu—Ohmovu
nestlagitelnou tekutinu s hustotou linearn& zavislou na teplot&, kterd nema
dielektrické ani magnetické vlastnosti a je lokaln& elektricky neutralni. Budeme
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predpokladat platnost Boussinesqovy aproximace a pfenos tepla zafenim vyjadfime
pomoci efektivni teplené vodivosti (Rosselandova aproximace). Zakladni rovnice pro
pole rychlosti, teploty a elektrického potencidlu potom maji tvar

divv =0, (1)

ov = —grad p + 2div (u(T) D) — ¢ (T — T1) &, 2)
ocT' = div (A(T') grad T') + %(T) (grad ¢)2,*) (3)
div (x(7") grad ¢) = 0, (4)

kde v je rychlost pohybu, 7' teplota, @ elektricky potencidl, o = g, (1 + B (T' — TY))
je hustota, gr je hustota pii referenéni teplotd 7, B je expanzni koeficient,
p tlak spojeny s pohybem (tj. odchylka tlaku od hydrostatického tlaku), D tenzor
rychlosti deformace, g gravitacni zrychleni, g dynamicka viskozita, A tepelnd
vodivost, » elektrickd vodivost a ¢ specifické teplo; grad a div znadi prostorovy
gradient a divergenci, tetka nad symbolem materidlovou derivaci podle &asu, tj.
T =T + v. grad T.
Rovnice (1) az (4) pfevedeme na bezrozm&rny tvar pomoci transformaci

V= (Llayv, T = (T —Ty/AT, § = ¢/D, p = (L*/urar) p, grad = L grad,

div = Ldiv, 0t = (L¥Ya,) 8, v = v/vy, @ = alay, A= My, % = x/nr, )

kde a = A/gc je teplotni vodivost, » je kinematickd viskozita, L je referenéni
délka, A7 referentni teplotni rozdil, @ referenéni rozdil potencidld, py, vr, Ar a 2,
jsou hodnoty ptisludnych vlastnosti pti referen&ni teplot& a pruh nad symbolem
oznatuje bezrozmérnou veli¢inu:

divv =0, (6)

Pr1v = —grad p + 2div (#(T) D) — Ra kT, o
T = div (a(T) grad T) + Sn % (T) (grad G)2, (8)
div (%(T) grad §) = 0. 9)

Tyto rovnice obsahuji tii bezrozmérné parametry, totiz Prandtlovo, Rayleighovo
a vykonové &islo**) :

Pr = v/ay, Ra = pATgL3/v,ar, Po = wx, @2/}, AT ;%) (10)

k je jednotkovy vektor ve svislém sméru. V rovnici energie (8) je konvekéni
tlen téhoz iadu jako kondukéni &len, coz odpovidd situaci pti taveni skla.
Protoze Prandtlovo &islo sklovin je vysoké, neni setrvaény ¢&len v rovnici pohybu
(7) vyznamny a lze jej zanedbat. Rovnice (7) se tim zlinearizuje a zmensi se
potet nezavislych parametru.

*) Problémy s definovénim efektivni tepelné vodivosti lze obejit, mé-li rovnice (3) tvar:
ocl' = —div (q) + =(7) (grad @)= (3a)
**) O parametru Po v pripadé tiifazového elektrického pole viz [T].

##%) Zavedenim q = (L2/QH)q, kde H je teplo k ziskéni 1 kg skloviny o teploté taveni z ekvi-
valentniho mnozstvi vsazky o teploté zaklddani, dostaneme s pouZitim (3) misto (3a) — viz [9]

Ra = o,f(AT)gL*/v-QH, Po = »,P*LJQH. (10a)
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TRIDY PODOBNOSTI A MERITKA

Systémy, v nichZ probiha elektrotermomechanicky proces, ktery se ¥{di rovni-
cemi (6) aZ (9), jsou si podobné (pati{ do téZe podobnostni tiidy) prave tehdy, kdyz

. jsou si podobné geometricky,

. maji identické parametry okrajovych podminek,

. maji identiocké parametry Pr, Ra a Po (popi. v piipad& pliZivého proudéni
pouze Ra a Po),

4. maji identické bezrozmérné transportni funkce bezrozmémé teploty, tj.
(T, a(T) a %(T). '

L O~

V pojmech bezrozmérnych veliéin jsou podobné systémy identické, avsak z apli-
ka¢niho hlediska je jeden prvek dané podobnostni tiidy preferovan. Tento reprezenta-
tivni prvek se nazyva dilo, ostatni prvky jsou modely. Prepotet referenenich
veli¢in mezi modelem a dilem se provadi pomoci mé&ritek. Mé&fitka budeme ozna-
tovat symbolem pro danou velidinu s indexem C, nap¥. Ac = Ay/Aw je métitko pro
veli¢inu 4 (index M znad¢i model a index W dilo). Podminku 3) lze pomoci mé-
Ftek vyjadiit ve tvaru

PI‘C = Rac = POC = 1, (11)
neboli

arc = vre, PcATcL} = vicare, #rc@% = helATe, (12)

nebot g¢ = 1.

Protoze v, a, a 2, jsou funkei 7., pFedstavuji vztahy (12) vazby mezi mé-
Yitky Le, Tre, AT¢ a @¢. Dalsi omezujici podminky plynou z pozadavku identity
bezrozmérnych transportnich funkei.

DUSLEDKY IDENTITY BEZROZMERNYCH TRANSPORTNICH FUNKCI

Necht f je transportn{ vlastnost. Budeme uvaZovat tf¥i pripady zavislosti této
transportni vlastnosti na teploté:

a) transportni vlastnost je konstantni, tj. f = f;,

b) transportn{ vlastnost je linedrni funkei teploty, tj. / = f, (1 + 5y (1'— T%)),
kde %5 je teplotni koeficient transportni vlastnosti £,

c) transportni  vlastnost zavisi na teploté podle Arrheniova vztahu
[ = fo exp (O4/T), kde fo a O jsou konstanty; @ je charakteristickd teplota sklo-
viny pro transportni vlastnost / (8asto pouZivanou velit¢inou je tzv. aktivalni
energie iy = O¢R, kde R je univerzalni plynova konstanta).

V pripadé a) je f = 1, takie identita bezrozm&rné transportni funkce je vidy
zajidtena. V piipads b) je (f— 1) T = npar ATy = nyw AT'w, odkud plyne, Ze

e AT = 1. (13)

Nutnou podminkou pro podobnost modelu a dila je v piipadé b) splnéni vztahu
(13), podle n&hoz méFitko teplotnich rozdila musi byt rovno reciproké hodnoté
mékitka teplotnich koeficienti piislusné transportni vlastnosti. Disledkem vztahu
(13) je, Ze jsou-li vSechny transportni{ vlastnosti linedrn{ funkei teploty, pak
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méiitka jejich teplotnich koeficienti musi byt identicka. To je pomérnd piisny
pozadavek na modelovou kapalinu.
V piipadé ¢) mé bezrozmérny Arrheniuv vztah tvar

—Inf = (OfTr) /(1 + (TT/AT)n{fl_’_l) =
= (@f/Tr)W/(l_—l- (TH/AT)w T-1). (14)

Funkee f(7') je identickd pro model a dilo prave tehdy, kdyz
(Ol Tr)ar = (O Ty)w a (T AT)ar = (Te/ AT )y,
odkud plyne, Ze
O = AT¢ = Tre. (15)

Nutnou podminkou pro podobnost modelu a dila v piipad& c) je identita mo-
Fitek pro charakteristickou teplotu, refereneni teplotu a referenéni teplotni rozdil.
Chovaji-li se vSechny transportni vlastnosti arrheniovsky, pak ©,¢ = Ouc =
= Oy = AT¢ = Tyc. Pozadavky na modelovou kapalinu jsou op&t velmi pFisné,
protoze md&iitka charakteristickych teplot musi byt tdZz pro vsechny transportni
funkee.

Jsou mozné i kombinované pripady, napi. viskozita a elektricka vodivost zavisi
na teploté podle Arrheniova vztahu a teplotni vodivost zdvisi na teplot& linedrng.
Piisludné teplotni koeficienty jsou ovsem vidy svazany s méfitkem referen¢nich
teplotnich rozdilu.

KONSTRUKCE MODELU A VYBER KAPALINY

U modelovych kapalin mame moznost ménit v uréitych mezich Sest koeficientu,
tj. tFi koeficienty /[, resp. fo a tii koeficienty 7y, resp. ®r. Nasim cilem je najit
takovou modelovou kapalinu, aby co nejlépe vyhovovala vztahtm (13) resp. (15)
a piitom abychom ze vztahu (12), a (12); dostali piizniva méfitka délek a elektric-
kych potenciali. Soutasné musi byt méFitka pro refereneni teploty a teplotni
rozdily takova, aby byla zajist€na piizniva pracovni teplota modelu a priznivy
teplotni rozsah. Neni jisté tfeba podotykat, Ze modelova kapalina ma plnit Fadu
dalsich pozadavku na t&€kavost, pruzraénost, toxicitu apod.

ODBER, ELEKTRICKY PRIKON A CAS

Dulezitym parametrem je celkovy prutok peci . Je-li Pr > 1, takZe platf
princip superpozice rychlosti, je pomér pritoku nucenou a volnou konvekei pres
ekvivalentni plochy na modelu a dile tyz. Pro mé&fitko rychlosti vzhledem
k (5); mame U¢ = ay¢/L¢, takze méefitko odbdru je

Qc = 0rcUcL} = grcLayc. (16)

Je zfejmé, Ze meFitko pro celkovy proud protékajici peci je I¢c = xrcPcLc
a pro celkovy elektricky pifkon We = s#,c®4Lc.

U dynamickych experimentu (viz (8)) je tfeba mit také méiitko pro &as. Podle
()7 tc = Li/asc.
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DISKUSE

Prvni modelové studie nepfihliZzely k energetické strance procesu a soustredily se
pouze na odb&rovy proud. Vychazely z Navierovy—Stokesovy rovnice ve tvaru

pv = —grad p + 2 div (uD) + pg. 17)

Referenéni rychlost U je dana odbérem skloviny z pece, takZe misto vztaht (5)
je pro rychlost, ¢asovou derivaci a tlak mozno pouzit transformace: v = v/U,
0t = (L/U)0: a p = (L/uU)p. Pro jednoduchost budeme p a p povaZovat
za konstanty. Bezrozmérny tvar rovnice (17) je '

Rev = —grad p + 2div D + Nk, (18)

kde Re = LU/» je Reynoldsovo &islo a N = Ga/Re = L%/vU. PoZadavek na
identitu bezrozmérnych parametru vede ke vztahum pro méritka:

LeUc =ve, L4 =wUg, (19)

které jsou ekvivalentni vztahtim gasto uZivanym pro nastaveni méfitek viskozit
a rychlosti [2]:

vo =LY, U= L2 (20)

Mgtitka pro odbgr a &as jsou: Q¢ = ULy = L a tc = L2

Je-li Re < 1, pak sta¢i vyhovét pouze pozadavku (19),, takZe mame o stupeil
volnosti navic. Volime-li geometrické a viskozitni mafitko libovolng, pak Uc = Li/vc
Qc = Li/vc a tc = volLc.

Pro modely ptihlizejici k energetické strance provozu pece neni tento zpusob
vhodny, protoZe zanedbava vztlakové (cirkulagni) proudéni. Podobnost pienosu
energie (a cirkulatnich proudu) zajistuji identity (12). Nastaveni odb&ru pak
plyne z pozadavku, Ze pomér odb&rové a cirkulaéni rychlosti musi byt na modelu
i dile tyZz — viz rovnice (16).*)

Identita bezrozmérnych transportnich funkei predstavuje dalsi krok ve zpiesnéni
podobnosti modelu a dila. Pom&rng snadno lze dodrzet identity funkef 9(7) a (7).
Vzhledem k odlisnému mechanismu tepelné vodivosti pki vysokych a nizkych
teplotdch nebude pravdspodobn& mozné nalézt kapalinu, jejiz funkce @(7') by byla
stejna jako u skloviny. Zda se, Ze tento nedostatek nema piilis velkou vahu.
Prisngji je vSak nutno dodriovat pozadavek identity #(7), protoze elektrickd
vodivost souvisi s rozdélenim energie ve skloving a se stabilitou.

ZAVIER

Pro modelovani rychlostniho, teplotniho a elektrického pole ve skloving staéi
zachovat identitu Rayleighova a Staiikova &isla a idestity funkei »(7), a(T)
a %(T). V praxi to znamen4, #e pri arrheniovském chovani transportnich vlastnosti
by mély byt splnény rovnosti 6,c = Ouc = O,c= AT¢ = Tyc. Geometrické
méefitko je potom urdeno vztahem L¢ = (vrcarc/fel'rc)!® a mékitko pro rozdil
elektrickych potencialt @¢ = (ArcT'rc/x%rc)V/?.

vvvvvv

poskytuje (3a): Uc = QcHc[L2cpcecAT ¢, kde Q¢ je ddno a priori.
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IIOJOBHOCTDh 9JEKTPO-TEPMO-MEXAHUYECKUX
IIPOIIECCOB IIPU MOIOEJHUPOBAHIIN CTEKJOBAPEHUA

ITaBear I'pma
06wjaq aabopamopus cusuramos 4CAH v XTH, ITpaca

B npennaraemoif craThe paccMaTpiBaeTcsa (YM3IMUECKOE MOJCIHpOBaHHE NPOHECCOB, IIPO-
TeKalIMX 1o AnfdepeHnaJIbHbIM ypaBHeHHAM (1)—(4), KoTOpBIe ¢ HOMONILIO TpaHc(opMa-
miit (5) mepexonaT B ypaBHeHus (6)—(9), couepsxauure Tpu 6e3pasMepHsie mapamerpa (10)
1 Tpu GeapaamepHsie TpaHcuopTinie pyHrwu, ¥ (T), & (T) u % (7). ,LFJm MacmraboB (T. e.
OTHOIIEHIIE COOCTABUTENLHO BeJINYHILI Ha MOJIEH I B Ipolccce; OH 0003HaUYeH ¢ IIOMOIIIO
C, Hanp. L¢ = La/Lw aBisiercst MaciitaGoM JUIHHBL) cipaBeyIiBbI oTHOIMeH s (12), KoTopnie
ABJIAIOTCA Pe3yJILTaTOM HAEHTHYHOCTH napamerpoB (10) i (13) (B ToM ciryuae, ecii 3aBHCAT
TPAHCIIOPTHBIE CBOMCTBA OT TeMilepaTypLl JIMHEHHO, T. e. f = [,[1 + n(T' — TY)], vne f —
TPAHCIIOPTHOE CBOiicTBO), 11 (15)*) B TOM ciryuae, eciy clIPaBCIIINBO OTHOIIEHNE AppeHist
f = foexp [04(T")]. Ormomernus (13) 1 (15) cBaA3KIBaIOT MacmTabbl TeMIepaTypHLIX KO3 -
IUIEHTOB JUIsL TPAHCIOPTHLIX CBOMCTB ¢ MaciaTaboOM JJIsI COIIOCTABHTEJILHOH TeMmepaTypHOR
PasHOCTH IJHI TaKzsKe JJIFl CONOCTAaBHTENLHOI TemmepaTypynl. IlIpi KoHcTpyHpoBaHIK ()H3MH-
YeCKOW MOJIeINI CIIe/[yeT JCII0JB30BaTh TAKYIO MOJAEILHYIO JKIIKOCTh, YTOOBI HAa OCHOBAHIIM
orHomeHHiT (12), (13) 1 (15) MokHO OpuIO IIONIYYATH IKCHEPHMMEHTAILHO JOINYCTHMBIC Mac-
mTabp! LIS COITOCTABITEILHLIX JUINHLI, TeMIepaTyphl, TeMIepaTypHyIo pasHOCTh H Pa3HOCTH
OJIGKTPHUECKH X I0TeHNaioB. OTHOmes Ais1 MaciitTaba orbopa (o¢), ob1eii morpebsie Moit
aJieKTpHyecKoii MommocTH (W¢) 11 BpeMelll (t¢c) NpHBOMATCS B oTjiedre 6.

ITHE SIMILARITY OF ELECTRO-THERMO-MECHANICAL PROCESSES
IN MODELLING OF GLASS MELTING

Pavel Hrma

Joint Laboratory of the Technology of Silicates, Czechoslovak Academy of Sciences and Institute
B of Chemical Technology, Prague

The similarity conditions are derived from the dimensionless equations (6) to (9) which depend
on three dimensionless parameters (10) and three dimensionless transport functions #(7'), (7',
and %(7T'). These parameters and functions must be equal in similar systems., This requirement
leads to the relations (10) and (13) (linear transport functions) or (15) (Arrhenian thansport
functions) which must be satisfied by the scales for length, temperature, temperature
difference, temporature coefficients, and electric potential difference (equations (13) and (15)
relate the scales of temperature and temperature difference to the scales for temperature
coefficients of transport functions). The model design, model operation, and model liquid
should satisfy the similarity requirements as close as possible. The relations for the throughput
scale, total electric input scale and time scale are given in Sect. 6.

Note added in proof: Probably the best matching of a model with work is reached using
[10a] — see [9] for more details.
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