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VISKÓZNÍC.H TĚLESECH PŘI RŮZNÝCH Z PŮSOBECH 

ZATÍŽENÍ 

JAROSLAV MENČÍK 

Vysoká škola strojní a textilní, Hálkova 6, 461 17 Liberec 
•, ' 

Došlo,26. 3. 1981 

V prací.jsou odvozeny vztahy mezi zatížením a okamžitou rychlostí deformo
vání viskózních tyčí, trubic a desek s obecným r,ozložením viskozity v průřezu 
pfi zatížení osovou silou, ohybovým a krouticím momentem a radiálním tlakem. 
Průběh deformování v čase i velikost celkomJch deformací se získá integrací 
rychlosti deformace podle času. V práci je naznačen postup pro konkrétní 
případ, kdy se mění nejen tvar, ale také teplota a vislcozita. Je diskutována 
otázka přesnosti výpo/stii. 

ÚVOD 

V průmyslu silikátů často vyšetfojeme závislost mezi Z(LtÍžením a deformacemi 
těles. z materiálu, který můžeme přibližně považovat za viskózní nystlačitelnou · 
kapalinu. Jako příklad uveďme sklovinu ph tvarovacích teplotách. Při deformaci 
takových látek vznikají napětí podobných druhů jako při deformaci pružných hmot, 
avšak s tím rozdílem, že nejsou úměrná.změnám tvaru, ale rychlostem těchto změn 
[l], [2]. Zatímco ph deformování pružné látky platí 

r = Gy, a = lJ!s = 2(1 + µ)Gs, (1) 

kde -r je smykové napětí, a normálné napětí, y poměrný zkos, s poměrné prodlouže�í, 
G modul pružnosti ve smyklf;' E .  modul pružnosti v tahu a µ součinitel příčné kon
trakce (Poissonova konstanta), platí pro deformování nestlačitelné viskózní kapa
liny (tzn. sµ= 0,5) 

r = 'Y/Y, a = 
3'YJš, (2) 

kde y =-dy/dt, e = ds/dt jsou rychlosti poměrných deformací ve smyku a v tahu 
a 'Y/ je koeficient dynamické viskozity ve smyku. 
Poznámka. V reologické literatuře se někdy setkáváme s pojmem viskozity 
v tahu A, jež je analogická k modulu pružnosti v tahu E, a platí A = 3'Yj [2]. · -

Tato viskoelastická analogie umožňuje v mnoha případech řešit úlohy o deformo- · 
vání viskózních těles metodami známými z náuky o pružnosti. Umožňuje také přejí, 
mat určité hypotézy o charakteru deformování nebo dokonce již hotové výsledky 
s tím, že modulu pružnosti odpovídá součinitel viskozity a deformaci pružného tělesa 
odpovídá okamžitá rychlost deformování viskózního těle�a stejného tvaru a zatíže
ného stejným způ�obeih [3]. Přitom je však nutno přihlížet k jedné důležité okolnosti. 
Viskozita (na rozdíl od modulu pružnosti) bývá často proměnlivá v průřezu tělesa. 
(Například u skloviny závisí viskozita silně na teplotě, jejíž rozdělení v tvarovaném 
tělese může být nerovnoměrné.) I v takovýchto případech můžeme používat vztahy, 
odvozené pro konstantní viskozitu (resp. modul pružnosti), jestliže do nich dosadím(::) 
vždy její střední hodnotu pro daný způsob deformování, jak uvidíme dále. 

Práce je rozdělena do dvou částí. V teor�tické části odvodíme vztahy mezi zat�že
ním a okamžitou_ rychlostí deformace v tělesech jednoduššího tvaru, jako jsou tyče 
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a trubice, popř. desky, při zatížení osovou silou, ohybovým a krouticím momentem 
a radiálními tlaky. V některých případech budeme obdobně jako v technické nauce 
o pružnosti pfodpokládat, že rovinné průřezy zůstanou i v průběhu deformování
rovinnými. Protože takovýto předpoklad vyžaduje, přísně vzato, též určité rozdělení
napětí na okrajích tělesa, což nebývá obvykle splněno, budou výsledky (v soulaclu
se Saint Venantovým principem [4]) platit s dostatečnou přesností v místech vzdále
nějších od okrajů; uplatní se tedy pfodevším u těles, jejichž tloušťka je malá ve srov
nání s ostatními rozměry. Kromě toho zde nebudeme uvažovat vliv setrvačných sil,
resp. budeme je považovat za zanedbatelné. (Této problematice je věnována např.
práce [5].)

V praktické části ukážeme postup při stanovení celkové deformace tělesa s využi
tím odvozených vztahú, a všimneme si též chyb, vznikajících ph výpočtu. 

'ťEORE'ťICKÁ ČÁST 

Dlouhá tyč  zatížená osovou silou 

Nechť ve směru osy tyče, který označíme jako x,  púsobí síla Fz . Ve směrech 
y ani z vnější síly nepúsobí. Viskozita závisí pouze na soufadnicích y, z. Příčný prúfoz 
tyče má obecný tvar. 

Vyjdeme z předpokladu, že v místech vzdálenějších od okrajú se bude tyč de
formovat jako jeden celek, tzn. že rychl03t poměrného prodlužování v osovém smčrn 
bude ve všech bodech stejná, Éx = dsx/ Jt = konst. (Poměrné prodloužení je dáno 
vztahem ex = b,.l/lo .) Protože viskozita je funkcí polohy, rJ = 'YJ(Y, z), bude i napětí 
záviset, na souřadnicích y, z. 

Poměry ve směrech y, z zjistíme nejsnáze, představíme-li si tyč jiikoby složenou 
z tenkých rovnoběžných vláken. Rychlost poměrné deformace jednotlivých vláken 
v pi'íčmém směru je rovna, 

V pNpadě, že součinitel prnmc kontrakce µ je ve všech vláknech stejný, cox JC 
u nestlaěitelné kap:diny splněno automaticky, neboť pro ni platí µ = 0,5, je všude
stejná i rychlost poměrných deformací v pi'íčném směru. To ovšem znamená,
že pl'Íi"mý prúřez t_,·i':e se deformuje jako jeden celek; jednotlivá vlákna na sebe nepú
sohí a žádná p1·ídrwná napětí (následkem nerovnoměrného rozdělení viskozity)
nevzniknou. Nn.pjittost v tyi:i je jednoosá a napětí ve směru osy ;i: je rovno

ax(Y, z) = 8rJ(Y, z) éx . (4) 

Celková osová síh1 je dána výrazem 

Fx = J ax(Y, z) dS = 8éx J rJ(Y, z) dS. 
(S) (S) 

(5) 

Zavedeme-li tzv. střední viskozitu v prúřezu pl:·i deformování v osovém směrn, 

J rJ(Y, z) dS 
(S) 'IJsA = 

J dB
(S) 

J rJ(Y, z) dS 
(S) _s __ _ ( {j) 

kde S je plocha prúřezu, múžeme vztah (5) zapsat stejným zpúsobem, jako kdyby 
šlo o homogenní těleso: 

(7) 
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Z tohoto vztahu lze naopak určit okamžitou rychlost prodlužování tyče. (Rychlost 
relativního zvětšování příčných rozměrů je dána vztahem (3).) 
Pozn á m ka: Uvedené vztahy platí pro tyče (nebo trubice) libovolného průfozu, 
avšak s jedním omezením. Má-li v plném rozsahu platit hypotéza o zachování rovin
nosti průřezů, tj. šx konst., musí být napětí i na koncích tyče rozděleno podle 
vztahu (4). Přibližně (v místech vzdálenějších od konců) postačí, prochází-li nositelka 
síly Fx těžištěm napěťového tělesa, jehož základna je shodná s průřezem tyče ii výška 
je úměrná napětí <lx(Y, z), resp. viskozitě 'Y/(Y, z) v jednotlivých bodech. (.Jde o obdobu 
působiště středu tlaku v hydrostatice.) V odlišném případě bude tyč namáhána též 
ohybem. 

Tenké tyče a desky z atížené ohybovým momentem 

Omezíme se  na pr-ípad, kdy průfoz tyče je souměrný kolem osy z (ponecháváme 
označení z předchozího oddílu), viskozita závisí buď pouze na souřadnici z, nebo -
mění-li se i ve směru y - je rozložena symetricky k ose z (např·. u tyče s kruhovým 
prúfozem). Vektor ohybového momentu M0 má směr osy y. 

Vyjdeme z teorie ohybu tenkých kNvých elastických prutů [4], která předpokládá. 
zachování rovinnosti prúřezu. Púsobením ohybového momentu se úhel, který svírají 
dva příčné řezy vzdálené na neutrální ose o d.s, změní o d1fJ. (Má-li neutrální osa 
poloměr křivosti r, platí ds = r d<p a d1JI Lldrp.} Zároveň se změní poloměr khvosti 
z původního r na r1 . Označme jako tzv. poměrné natočení veličinu x = dtp/d8. 
Za předpokladu, že se nemění délka neutrální osy, resp. plochy (tj. plochy, v níž 
nopúsobí žádná napětí), tzn. 

platí 
(8) 

(9) 

Při ohýbání viskózních tyčí přejdeme k rychlostem poměrných deformací. U tenké 
tyče je rychlost poměrného prodlužování vláken (ve směru osy x) úměrná jejich 
vzdálenosti od neutrální plochy, 

(10) 

kde ,;: = dx/dt je rychlost poměrného natáčení soumezných řezů. 
Je-li šířka tyče malá, můžeme (v souladu s vývody předchozího oddílu) předpoklá

dat, :ř.e sousední vlákna na sebe nepůsobí, takže napjatost je jednoosá. Potom 
normálné napětí v jednotlivých vláknech je 

11x(Y, z) 3rJ(Y, z) sx(z) = 31](Y, z) Zít. (ll) 

Ohybový moment je dán výrazem 

Mo = J Zllx(Y, z) d8 = 3-i: j z2'i](Y, z) dB. (12) 
(S) (S) 

Zavedeme-li, obdolmě jako v předchozím pl'Ípadě, tzv. střední viskozitu v prúfozu 
pr-i ohybu, 

'Y}so 

J Z2rJ(Y, z) dS 
�)----;;c-----c--

J z2d8 
(,'/) 

J z2'YJ(Y, z) dB 
(S) (lH) 

kde J y J z2 d,..'-i' je tzv. kvadratický mome1it (setrvačnosti) průfozu k ose y, mužemo 
vztah (12) z,1psat obdobně, jako kdyby šlo o homogenní těleso, 
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(14) 

Zpětně múžeme ze vztahu (14) určit okamžitou rychlost natáčení soumezných řezú, 
popř. rychlost dalších deformací. 

Pololrn neutrální plochy, resp. osy y, od níž měfíme vzdálenost z ve vztazích 
(10)-(13), určíme z podmínky, že elementární síly <J'x dS nesmějí dávat žádnou 
výslednici (neboť žádná normálná síla v prúřezu nepúsobí), tj. 

J <Yx(Y, z) dS = 3x J zr;(y, z) dS = O. 
(S) (S1 

(15) 

Ze vztahu (15) vyplývá, že osa y bude procházet těžištěm redukovaného prnrczn 
(pr-idruženého k púvodnímu prúfozu tyče), jehož šířka je všude 17(y, z)-knít větší 
než šír-Irn púvodního prúřezu. Nebo - analogicky k pr-ípadu zatížení osovou silon -
bude procházet těžištěm tělesa, jehož základna je shodná s prúřezem tyče a, výšlrn 
úměrná viskozitě 17(y, z).

Poznám ka. Ph propočtech deformací nesmíme zapomenout, že u tyčí s ncpl'Íliií 
velkou šíflrnu prúřezu se vlivem příčné kontrakce změní tvar příčného prúřezn, 
viz vztah (3). U širokých desek naproti tomu bude deformace ve směru osy y nulová, 
což se projeví vznikem napětí a11 (v místech vzdálených od okrajú) a zvýšenon 
tuhostí desky. Výraz (13) pro stanovení stfodní viskozity při ohybu však zústává 
v phitnosti. Složitější rozdělení napětí nastává, je-li tloušťka tyče nebo desky srovna
telná s poloměrem křivosti. V takovém případě múžeme vyjít z teorie ohybu tlustých 
kr·ivých prutú [4]; celkový postup zústává obdobný. 

Tyl;e a trubice  kruhového prúřezu  zatížené krout icím momentem 

Vektor krouticího momentu Mk má směr osy tyče, který označíme x. Viskozita 
je rozložena symetricky k ose, 77 = 77(r). Podle zpúsobu upevnění tyče a přenosu 
krouticího momentu mohou nastat dva případy: 

a) ,Jeden konec tyče (resp. trubice) je natáčen vúči druhému konci, povrch je volný.
V takovém případě se pr-íčné prúřezy natáčejí jako jeden celek, aniž by se deformo
valy (radiální paprsky zústávají přímé). Úhel pootočení prúřezu označíme cp, 
poměrné zkroucení (zkrut) f} = drp/dx, rychlost poměrného zkrucování f} = d{}/dt. 
Smykové napětí v tyči (analogicky k elastickému případu (4]) je 

r(r) = r;(r) y = r;(r) r{} 

a celkový krouticí moment 

M k = J rr(r) dS = /J J r2
r;(r) dB = /Jr;skJ p, 

(S) (S) 

kde 'ťjsk je střední viskozita v prúřezu pr-i krutu, definovaná vztahem 
J r2

r;(r) dS 
(S) 

'f/sk = s  cc-r2-dS�-
(S) 

J r2rJ(r) dS 
(S) 

(16) 

(17) 

(18) 

a Jp = J r2 dS je tzv. polární moment (setrvačnosti) prúřezu k ose tyče. Rychlost 
zkrucování určíme ze vzorce (17). 

b) Vnitfoí povrch trubice je natáčen vůči vnějšímu, radiální paprsky se zakřivují.
(Tento případ nastává např. u rotačních viskozimetrů.) 
Smykové napětí, přenášené válcovou vrstvou o poloměru r a tloušťce dr, je rovno' 
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Mk -r(r) = ---,2rrlr2 
(19) 

kde Z jo délka trubice. Rychlost poměmé smykové deformace (zkosu) je ý = -rh],takže rychlost vzájemného posouvání obou JJovrchú vrstvy jo ý dr. Potom pÍ'ÍJ-Ůstokrychlosti otáčení vnějšího povrchu vrstvy (o poloměrn r + dr) proti rychlostiotáčení vnitfoího povrchu (o poloměru r) je 
. ydr -rdr d<p = ---- = --- .r rir (20) 

Dosazením za -r z (19) a integrací dostaneme, že rychlost otáčení vnějiiího poloměrutrubice b vúči vnith1ímu poloměru a jo 
(21) 

kde stfodní viskozita je definována, výrazem 
li dr 
s�-(I rJs = - ---·-····· 

b dr f ----;, 17(r) r3 

! c:2 - {2)
- b. dr 

l ri(;Tr:i
(22) 

Poznámka. Zcela analogicky se odvodí rychlost v pr-ípadě posouvání vnitřníhopovrchu vúči vnějšímu osovou silou. 
Dlouhá t rubice  kruhového  p r ůfozu zat ížená radiálními t laky  

Nechť dlouhá trubice s rotačně symetrickým rozložením viskozity je na  vnitřnímpovrchu (o poloměru a) zatížena tlakem Pa, m1 vnějším povrchu (o poloměru b)tlakem Pb· Ve směru osy trubice žádná vnější síla nepúsobí. Protože jde o rotačněsymetrickou úlohu, přijmeme následující způsob označování: :r, r - souřadný systém,w, u - posunutí v osovém a radiálním směru, sx = dw/dx, sr = du/dr, St= u/r -rela,t,ivní prodloužení osové, radiální a obvodové, w, ů, sx , sr , St - rychlosti jednotlivých deforma,cí (d/dt), <Jx, <Jr, <lt - osové, radiální a obvodové napětí. P.l'i :fošení budeme postupovat obdobně, jako by šlo o válcovou tlustostěnnouelastickou nádobu [4]. Rovněž pí-ijmeme pfodpoklacl, že ve větších vzdálenostechod konců se bude trubice deformovat jako jeden celek, takže bude platit sx = konst.Protože viBlrnzita obecně závisí na poloměru, rJ = ri(r), objeví se v trubici také osovánapětí ax(r) n, napji1tost bude trojosá. Rychlost poměmého procllužování trubice v osovém směru stanovíme nejsnázeužitím viskoelastické arnLlogie. Přiložíme-li (myšleně) k elastické trubici, zatížené radiálními th1ky Pa, Pb, osovou sílu Px , je podle Bettiho věty [4) práce, kterou vykonají tlaky Pa , Pb pr-i změně poloměrú a, b, účinkem síly Px , stejně velká jako práce síly 11\ při prodloužení trubice púsobením tlakú Pa, Pb: 
(23) 

(Záporné znaménko u druhého členu vyplývá z toho, že při zvětšení poloměru koná tlak Pa kladnou a tlak Pb zápornou práci.) Zvětšení poloměru účinkem tahové,síly P x je (viz stať o zatížení osovou silou) 
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llr = eir = -µexr = -µr ·
]t' X 

f E(r) dS 
(S) 

(24) 

kde E(r) je modul pružnosti v bhu. Po dosazení (2-!) do (2:1), vykrácení fl'x 11 dalších 
úprnvách dostaneme 

Ill/Z = 2n 
PbbZ - paaz 

µ f E(r) dS 
(S) 

(25) 

K. viskózní trubici přejdeme nyní tak, že v (25) zaměníme poměrné prodloužení
ex = Ill/Z jeho rychlostí a modul pružnosti E výrazem 317. K.romě toho přihlédneme
k nestlačitelnosti materiálu (µ = 0,5). Dostaneme tak, že rychlost poměrného
axiálního prodlužování viskózní trubice, zatížené radiálními tlaky, je

. J}bb2 - JJaa.2 ]Jbb2 - ]Jaa2 

čx = n f 317(r) dS
= 

7t 31]sAS 
(�) 

(2G) 

kde 1]sA je tzv. střední viskozita v prúfozu pr-i deformování v osovém směru, defino
v,má vztahem (Ú). (S pr-ihlédnutím, že S = n(b2 - a2), je m.ožno vztah (2G) dále 
zjednodušit.) 

Při dalších úpravách vyjdeme ze vztahú mezi napětími a rychlostmi poměrných 
deformací pr·i trojosé napjatosti: 

(27) 

dále z rovnice rovnováhy sil, púsohících v radiálním směru na element jednotkové 
tloušťky, vymezený řezy r = konst. r +dr= konst, <p = konst, <p + dqi """ konst 
[ 4-]: 

da, 
a,+ r----····· - ai = O 

dr 

a, z podmínky, že materiál je nestlai;itelný, takže platí 

éx + ér + ét = O. 

(28) 

(2H) 

Vyjádříme-li v (2H) rychlosti poměrných deformací prostfodnict.vírn rychlostí ro,mvú 
(ér = clů/dr, ét = ů/r) 11 celou rovnici derivujeme podle r, dostaneme (s pí-ihlédnutím, 
že éx = konst, a. tedy déx/dr = O) po úpravě 

d2ů l rM l 
--- + •· ---- --1Í, = o.dr2 r dr rz 

Ú,cšení diferenciální rovnice (30) má tvar 

ú. = C1r + 02/r, 
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z něho:í. vyplývá 

Po dosazení s, ft St z (32) do (29) dostaneme 
01 = -s,.1)2, 

kde sx je dáno vztahem (2G). 

Nyní odečteme druhou z rovnic (27) od třetí a, př'ihlédneme ke vzt11lrn (32): 

Po dosazení do rovnice rovnováhy (28) a po úpravě dostimeme 
dar , ť/ ·-·· - = 4C2 - ··•
dr r3 

(32) 

(33) 

(35) 

Z této diferenciální rovnice vyplývá, že pro daný prúběh ť/(r) je napětí a,(r) dáno 
vztahem 

Dosadíme-li do tohoto výrazu r = b, a,(b) = -pb, a,(a) 0= --Pa, obdržíme po úpravě 

C'z = JJa-Pb .
b YJ(ť) 4 J ·····•-dr
a r3 

(37) 

Obdobně j;1ko v pfodchozích oddílech zavedeme tzv. stfodní viskozitu v pritfozn 
ph deformování v radiálnírn směru: 

Sb !.)jr]_ drr3 a2b2 b ť/(r) ť/sR = a a dr •• = 2 
b2 

-
a2 J-r3-· dr. 

[r3 
Potom radiální napětí dle (3G) s př'ihlédnutím k (B7) tt (38) je 

Pa - J)b a,2b2 r. ť/(r) 
<1r(r) =-pa+ 2---• j ··· -dr

b2 
-

a,2 ť/sR a r3 

a obvodové wipětí v souladu s (B1l) 
' Pa -Pb a2b2 ť/(r) O't(r) ==0 a,(r) + 2 --- . . .... _ ..... .b2 

- a2 r2 'l)sR 
O:•;ové napětí podle prvé z rovnic (27) bude 

l 
ax(r) = Hsa;'l)(r) + 2- [a,(r) + at(r)].

.Rychlo�t poměrného deformování v radiálním směrn, plynoucí z (:12) je 
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é l JJa - ]Jb a2b2 

é,-(r) == - _:i;__ ··· ... • ---
2 2rJsR b2 - ai • ·-:;2-

(B8) 

(:39) 

(40) 

(41) 
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,J. Menčík: 

a, rychlost poměrného prodlufování v ohvoclovérn směru, odpovída,jící rychlosti 
reh1tivního zvětšování poloměrn, je 

. 8.1: 1 J)a - J)b a.2b2 St(r) = -·· +
2 21]sR b2 - ci2 • -;-:z ' 

pl'ičcrnž Bz je dáno vztahem (26). 

(43) 

Oka,mžiton rychlost zvětšování vnitÍ'ního a, vnějšího poloměrn dosbmcme ze vztt1h1i 

ů(a) ft(b) = bét(b).

Poznámka.  Dosazením a = O dostaneme oclpovída,jící vztahy pro plnou tyč 
kruhového prúfozu. 

PRAKTICKÁ č.AS'ť 

Z pfodchozího vyplývá, fo vztah mezi clmrakteristickým za,tífonírn ]i' (silou, 
momentem, tlakem) a rychlostí v charakteristické deformace viskózního těles11 
(prodlnfování tyfo, zvěU:iování světlosti trubice apod.) múfome obecně vyjádřit 
ve tvaru 

F/(l) 
v=---, 

1Js 
(45) 

kde /(l) je určitá funkce rozměrú a tvaru tělesa, n, 178 je stfodní viskozita v prúfozu 
při da,ném zpúsobn deformování. (Protofo veličiny v, F, l, ale i 178 se mohou měnit 
·s časem*), jde v (45) o jejich okamžité hodnoty.)

V praxi potfobnjeme zpravidla, fošit některou z následujících úloh: 
I. Je dána rychlost deformování a velikost zatífoní a máme stanovit viskozitu.
2. Je dán časový prúběh zatífoní a máme určit odpovídající prúběh deformování,

popÍ'. celkovou změnu tva,ru. 
B. Je elán časový prúbčh změny rozměrú (1mp1·. pfodpokládaný pohyb čelistí

tvarova,cího nást.roje) a máme určit odpovídající (resp. pot.fobný) prúběh síly. 
Prvá úloha nepfodstavuje zvláštní potíže. Náročnější jsou druhé dvě, a to zejména 

tehdy, mění-li se v prúbělrn deformování rozměry, resp. prúfoz tělesa, jako např·. 
př·i prodlužování tyče, jejíž objem zústává stálý apod. Analytické fošení je možné jen 
v nejjednodušších př'ípn,dech a mnohem častěji užijeme fošení numerického, zejména 
jestliže jde o případ s měnící se viskozitou. 

Obecný postup zde naznačíme pro druhou z úloh. Nechť máme dány rozměry 
těles,1, velikost zatížení a rychlost deformování, jakož i rozdělení teplot a viskozit 
v tělese v určitém (počátečním) okamžiku t0 . Nechť je dále dán časový průběh zatí
žení, F = F(t), a okrajová, podmínlm pro výměnu tepla s okolím. Chceme zjistit, 
tvar tělesa v čase t1 . 

Vyjdeme z obecné.ho vztahu pro stanovení změn t,v11ru, 
t, 

Z(t1) = l(t0) + J v(t) dt. (46) 
lo 

Protože rychlost deformování představuje s ohledem na měnící se rnzměry a viskozitu 
poměrně složitou závislost, musíme naznačenou integraci provádět numericky. 

*) Pí-ípad, kdy so viskozita mění s časem, nastává např·. tehdy, závisí-li viskozita na toplot.ě 
a mění-li so během doformování teplota tělesa. 
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V takovém pHpadě postupujeme po krocích. Interval (to, t 1) rozdělíme na úseky D,.t 
tak malé, abychom mohli pfoclpokláclat, že uvnitř" každého kroku zůstávají rozměry 
tělesa, z11tížení a rychlost deformování prakticky konstantní a že viskozita je buď 
konstantní, nebo se mění pouze lineárně. 

V každém výpočetním kroku stanovíme nejprve odpovídající změny teplot. 
Nejvhodnější je k tomu diferenční metoda explicitní, kdy těleso rozdělíme na fadu 
myiílonýeh vrstev (pfodpokládáme zde pouze jednorozměrné sdílení tepla), a teplotu 
mč:ité vrstvy rn1 konci časového kroku dostaneme jako lineární kombinaci teplot 
vrstvy této a sousedních na začátku kroku (resp. na konci kroku pfodchozího ). 

Jakmile máme určeny teploty jednotlivých vrstev m1 konci časového kroku, 
sbmovímc pomocí ;-zt:ihu ri = ri('l.

1
) jejich odpovídající viskozity: Potom vypočítáme 

prúměrnou viskozitu každé vrstvy v daném luoku (jako aritmetický průměr počáteční 
a konečné hodnoty) 11 numerickou integrací stanovíme stfodní viskozitu v celém 
prúi'·ezu pro cl,1ný zpúsob deformování. 

Dos:1zením stfoclní viskozity clo vztahu (45) určíme stfoclní rychlost v8 v daném 
(rmpi·. j-tém) časovcm kroku a pomocí výrazu typu 

(47) 

určíme charakteristický rozměr tělesa na konci kroku. Na.konec, např. z podmínky, 
že objem tělesa zústává konsta,ntní, stanovíme zbývající rozměry. 

Potom pfojdeme k dalšímu časovému kroku: vypočítáme teplotu, viskozitu, 
rychlost deformování, celkové rozměry atd., přičemž nesmíme opomenout clo pr-ísluš
ných vztr1hů clos,1dit změněné rozměry a popí-. i novou hodnotu zatížení. 

Podobně (popř·. s vypuštěním některých úkonú) postupujeme i u jiných úloh. 
Podotkněme, že složitějším problémem než samotné určování změn tvaru u popsa
ných pl"Ípadů je výpočet teplot, resp. viskozit pr-i nestacionárním sdílení tepla. 
I zde vycházíme z toho, že změm1 tvaru tělesa během jednotlivých časových kroků 
je zanedbatelná, a prakticky postupujeme, jako by šlo o tuhé těleso. Podrobnější 
rozbor 11 popis vhodných výpočetních metod pfosahuje rámec tohoto článku a zájemce 
odkazujeme např. rm práce [6], [7], [8]. Zde si všimneme pouze jediné věci, a to jaký 
vliv na pfosnost stanovení rychlosti deformování má chyba v určení teploty. V někte
rých pi'ípadech, jako 1mp1·. u skla, závisí totiž viskozita velmi výrazně na teplotě. 
Proto je dúležité vědět ještě před z,ihájením výpočtú, s jakou přesností musíme určo
vat teplotu, nemá-li chyba ve stanovení rychlosti, resp. celkové deformace apod. 
pfokročit pl'Ípustnou hodnotu. 

Diferencujeme-li výraz (45) a nahradíme-li diferenciály konečnými diferencemi, 
odpovídajícími chybám, dostaneme po úpravě 

D,.v D,.rjs --- = --�-. 
V rJs 

(48) 

V prvém phblífoní muzeme pfodpokláclat D,.rJ8 = D,.rJ. Pro danou závislost ri(T) 
potom dostaneme obecný vztah 

t:,,.v 11ri 1 clri(T) 1 _,,,,, _ _:_ -___ ,, = -,,,_. -- D,.'l. . 
v rJ rJ d'l.' 

(49) 

Vi'iinměme si blíže pl'Ípadu tvtirování skla. U žhavé skloviny (i u řady dalších 
látek) rnúžeme závislost viskozity na teplotě vyjádht přibližně ve tvaru 
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lJ 

A :,1,,.:::;y 
'YJ = 

e '· (50) 
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J. Jvfenčík:

Po dosazení do (49) a provedení naznačené derivace obdržíme 

!J.v ÍJ.rj _ _. ___ --·-- ==
v rJ 

B !J.T. 
(T-To)2 (51) 

Dosaďme do tohoto výrazu některé konkrétní hodnoty. Z knihy [9] převezmeme 
údaje pro dvě různá skla. Napr._ ,,dlouhé" sklo „A" (Tg = 688 K, T1 °= 1473 K) 
má v rovnici (50) tyto konstanty: A = 0,0389, B = 9590, T0 = 408 (platí pro vyjád
foní viskozity v dPas a teploty v K). Pro „krátké" sklo „E" (Ta = 903 K, '!'1 =-= 
= 136H K) jsou odpovídající hodnoty A = 0,001 19, B = 8828, T0 = 668. Omezíme 
se zde na méně příznivý případ, kdy se tvarování blíží ke konci a teplota je již 
poměrně nízká. Na příklad viskozity rJ = 106 dPas je u skla A dosaženo při 970,1 K, 
kdy platí !J.v/v = 0,030 !J.T. U skla E je odpovídající teplota 1097,H K 11 !J.v/v = 
= 0,048 Nf.'. 

Z uvedeného příkladu vyplývá, že např. ph modelování procesů tvarování skla, 
múže odchylka vypočtené teploty od přesné hodnoty o pouhý 1 °C mít zn, následek 
až několikaprocentní chybu ve stanovení okamžité rychlosti deformování, resp. 
odpovídající chybu pr-i určení ceUrnvé velikosti deformace, pi·i stanovení potfobné 
velikosti zatížení apod. S tím je nutno počítat, zejména již proto, že málokdy známe 
přesné hodnoty různých „konst11nt", vstupujících do výpočtú. I přes tento nedosta
tek zůstává navržená metoda a odvozené vztahy cennou pomůckou zejmérn1 pro 
rychlé získání přibližné pfodst1wy o prúbčhu deformování a o charakteristických 
veličinách. 

ZÁVJ';;R 

V práci byly odvozeny vztu,hy mezi zatížením 11 okamžitou rychlostí deforrnovánÍ 

viskózních tyčí, trubic a desek s nehomogenním rozložením viskozity v prúřezu 
ph zatížení osovou silou, ohybem, krutem a, radiálními tlaky. Analogie mezi defor
mováním viskózních a elastických látek dovoluje pfovzít obecný postup z technické 
nauky o pružnosti: Užití urhté hypotézy o charakteru deformování ph danóm zpú
sobu zatížení, stanovení z{wislosti mezi napětím 11 rychlostí poměrnó deformace 
v obecnóm místě prúřezu a, sestavení vztahu mezi celkovým zatížením a rychlostí 
deformování. Zavedení tzv. st,i-ední viskozity (jež závisí na tvaru průi"ezu 11 rozdělení 
viskozity v něm, a dále rn1 zpúsobn deformování) umožňuje použí;y,1t jednoduehó 
vzorce, odvozenó pro homogenní tělesa. 

Naznačeným způsobem lze odvodit ·vztahy pro da,lší druhy těles nebo z,1tížcní, 
pi'ičemž u složitých zatížení je možno využíva,t, principu superpozice. Prúběh defor
mování v čase i velikost celkových deformací dostimeme integrací rychlosti deforma,ce 
podle ča,su. Ve složitějších případech je nutno provádět tuto intcgmei numericky, 
krok zt1 krokem. V práci je nazn1,ůen po.�tup pro pr-ípacl, kdy se v prúběhu deformo
vání mění nejen tvar, 11)0 tak6 teplota a viskozita. V závěru je cliskutovárn1 otázlrn 
pfosnosti výpočtú. 
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HpoUiaB MCH'IHI, 

l111cmumym ,ItautwtocmpoeI1u!I u mn·cmw1-1,11-oií. 11po.Huw.11,eH1iocmu, Jlu6epe4

Acipop!',rnponamrn TCJI 1rn nn:moii 11cc>ImMaCMoií arnmwcTu, mm uanp. 113 pacrman1rnrrnoii 
eTC!WOMHCCl,I, Mmmro OI!l!Ch!BUTI, C IIOMOll(I,l() 110;106m,1x ypamICHl!lI, cnymanu1x l(WI orru
ťllHHH /(e(pOJ)MHpOBal!l!H ynpyrux TC!I, C TCM, 'ITO MO/(YJIIO ynpyrOCTll COOTBCTCTBYCT !Waq>(pll
l(118HT mr:mocTll !! ynpyrm1 l(C<pOpMaIUIHM Ml'HODCIIHJ,!C crrnpocTJI BH3KIIX /(CqJOpMa1111ií. 
llpn TaJ(OIÍ anaJIOl'llH MOm!IO )VIH pcmelll!H :lil/(11'! i(C(pOpM11pona1111H Bfl3WIX TCJI llCIIOJil,30-
BaTI, na 11aym1 O COII J)OTIIBJICHIIII MaTcp11a.'IOB ťlJOCOOI,[ pacc•JCTa li HCI(OTOJ)LIC I'IIIIOTC:31,( 
OTIIOCJITCJl!,IIO xaparťrcpa )(CípOpMIIJJO!laIIHH. 

B 11pc/(JHl!'UCMOIÍ paÚOTC lll,IllOJ(HTCH OTI!OlllCIIJ!H, IIMCIOil\!1Cť-H MCm/\Y uarpy31Wií li MI'HO
mmnoii c1wpocThlO l(CrpopM!!JJO!lalfl!H Bi!a!WX ('TCpmucií, Tpy601, li IIJHITO!{ C o6II(llM (nc
l'OMO!'CJHl!l,IM) pacnpCJ\CJICHIICM BH8!(()(''fl! ll ť01Wlll!Jl, a HMCIIIIO rrp11 Irnrpy:me npol(OJii,HOií 
('.l!JIOÍÍ, 11:lťl!OOM, HPY'lCIIUCM 11 pa;(uaJII,IIl,IMll )(aB:ICIIllH�fl!. BBO/\H nm Haa. cpel(IIIOIO BH3IWCTh, 
MOnmo lIJll!MCllHTh IIJ)OCTJ,J() rJiopMym,t, lll,lllC)(Clllll,IC )\JIH O}(HOJ)Oi\lll,!X TCJI. Cpel(HHH BH3!,ÓCT!, 
:mllltCl!T IIC TOJI!,I(() OT (pOpMbl CC'ICHIIH JI panrpc;(CJJCIU!H llfJa!WCTll n TCJie, !IO II OT crroco6a 
J(C<pOJlMl!pouamtH. PacrrpCJ(CJlCJII!() BH3!W('TJ! B ('.C'lC!Illll HCOÓXO/(UMO y1IHTI,Ill1\Tl, l(ame npu 
ÚIIpC)l()JllJlllll! J!OJIO)l{CIIl!H UCl!Tpa,11,11oii oeu ll!lll l(CI!Tpa J(CIÍCTBYIOII\HX 11arrpmHcm1ií. Xo11 
;1erJ>OJJMIIJlO!l1llU!H HO upcMCHU li BCJHl'll!HY o611(11X J\C<popM,ll\Hli MOnrno í!OJIY'll!Tb IIHTCI'J)H
poBamtcM C!WJJOCTH /(C<pOJJMlll(Hll ťOl'J!aCHO BJlCMC!Il!. B OOJICC CJIOnrnr,rx CJIY'IaHX uymIIO 
IIJlOBO/lll'fl, namrym llllTCrpa!\11!0 nyMCJJ!t'ICCI{!I, mar :m maroM. B paÓOTC HHMC'!HCTCH cuoco6 
B ('JIY'Hl(), J(()ť/(a HO BpCMH i(C<fJopM!!J>OHHlll!H 11:lMCHHCTCH !IO TOJll,I(O rflOpMa, HO 11 TCMrrepaTypa 
11 Bil:l!WC'l'I,. Jl 8/l!WIO'ICIIIJC Ol(CIIJl!laCTťH TO'!IJ()(''f l, pacc•ICTO!l. 

CALCU LA'l'ION OF DEFOR::\IATIONS AND S TRESSES 
I N  SLMJ>LE VISCOUS BODIES UNDER VARIOUS MODES OF LOADlNG 

,Jaroslav l\feněík 

'l'he College oj 111echanical and Textile Engineering, IÁberec 

Defornmtio11 of bodics oť viscous incompressiblc liquids such us glass melts ean be clescribcd 
by equat,ions similur to those for the dcformution of elastic boclies by replucing the moclulus 
oť elasticity with the viscosity eocfficiont unci elastic clcformations with instuntuncous rutes 
of viscous cfoformution. vVhon solving tho deformation of viscous boclios, this analogy ullows 
to use some claculution proceclures and some hypothescs on tho charactor of cloformution fr01n 
tho ficlcl of elasticity stuclios. 

Relutionships have boou dorived botween loucling und instantuncous rutc of cleformution 
of viscous bars, tubos uml platos showing goneral (inhomogeneous) viscosity clistribution over 
the m·oss section, when loaclocl with axiul

f

orces, bencling, torsion ancl radiu! prossures. Introcluetion 
of tho so-eallecl rnean viscosity permits the use of simple formulas clerivecl for homogeneous 
bodics. 'l'hn moun viscosity dopends on the shupe of tho cross soction uncl on viscosity clistribution 
over tho cross section, and also on tho mode of cleformution. Viscosity clistribution over the eross 
seetion should ulso bo taken into uccount whcn determining tho position of tho neutra! uxis 
or the contre of tho ucting strosses. The courso of cleformation in terms of time, uncl the size 
of total doformutions can be obtainecl by intograting tho cleformution rate in terms of time. 
In· the more complox cases, this integration must be cnrriecl out numericully, step by step. 
A proceduro is clescribed for tho case when shape, us well us tomperaturo and viscosity clmnge 
in the courso of deťormation. Tho problems of the culculation aecuracy are cliseussecl in tho 
conclusion. 
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