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VYPOCET DEFORMACI A NAPRTI VJEDNODUCHYCH
VISKOZNICH TELESECH PRI RUZNYCH ZPUSOBECH
ZATIZENI

JarosLAv MENGIR
Vysokd $kola strojni a textilni, Hdlkova 6, 461 17 Liberec
Doslo 26. 3. 1981

V préci jsou odvozeny vziahy mezi zatiZenim a okaméitou rychlosti deformo-
vdni viskoznich tyéi, trubic a desek s obecngm rozloZenim wviskozity v prifezu
pii zatiZent osovou stlou, ohybovym a krouticim momentem a radidinim tlakem.
Pribéh deformovdni v Case @ velikost celkovyjch deformaci se ziskd integraci
rychlosti deformace podle éasu. V prdci je naznafen postup pro konkrétni
pripad, kdy se méni nejen tvar, ale také teplota a viskozita. Je diskutovdna
otdzka presnosti vypolti.

UVOD

V pramyslu silikdtu Sasto vySetfujeme zdvislost mezi zatiZenim a deformacemi
t&les z materidlu, ktery muZeme piiblizné povaZovat za viskdézni nestlagitelnou
kapalinu. Jako priklad uvedme sklovinu pii tvarovacich teplotich. Pii deformaci
takovych latek vznikaji nap&ti podobnych druhu jako pii deformaci pruznych hmot,
aviak s tim rozdilem, Ze nejsou im&rnd zm&nam tvaru, ale rychlostem téchto zmén
[1], [2]. Zatimco pii deformovani pruzné latky plati

T =0y, 0 = Fe =2(1 + p)G, (1)

kde T je smykové napéti, 0 normalné napéti, y pomérny zkos, e pom&rné prodlouzeni,
G modul pruznosti ve smyku, £ modul pruznosti v tahu a u souginitel pii¢né kon-
trakce (Poissonova konstanta), plati pro deformovani nestladitelné viskdzni kapa-
liny (tzn. s u = 0,5)

T =y, 0 = 38, (2)

kde y =dy/d¢, & = de/d¢ jsou rychlosti pomérnyeh deformaci ve smyku a v tahu
a 7 je koeficient dynamické viskozity ve smyku.
Poznamka. V reologické literatuie se n&kdy setkdvame s pojmem viskozity
v tahu 4, jeZ je analogickd k modulu pruznosti v tahu &, a plati 2 = 3% [2]. .

Tato viskoelasticka analogie umoziiuje v mnoha pripadech Fesit ulohy o deformo-
vani viskdéznich téles metodami znamymi z nauky o pruznosti. Umoziiuje také pieji-
mat urdité hypotézy o charakteru deformovani nebo dokonce ji% hotové vysledky
s tim, Ze modulu pruZnosti odpovidd soudinitel viskozity a deformaci pruzného té&lesa
odpovidd okamf#itd rychlost deformovani viskézniho télesa stejného tvaru a zatizZe-
ného stejnym zpusobem [3]. Pfitom je viak nutno piihliZzet k jedné duleZzité okolnosti.
Viskozita (na rozdil od modulu pruznosti) byvé Sasto proménliva v prufezu télesa.
(Napiiklad u skloviny zavisi viskozita silné na teplotg, jejiZ rozdé&leni v tvarovaném
t8lese muZe byt nerovnomé&rné.) I v takovychto piipadech muZeme pouZivat vztahy,
odvozené pro konstantni viskozitu (resp. modul pruznosti), jestlize do nich dosadime
vzdy jeji stiedni hodnotu pro dany zpusob deformovéni, jak uvidime déle.

Prace je rozd&lena do dvou &asti. V teoretické ¢isti odvodime vztahy mezi zatize-

xx/

nim a okamZitou rychlosti deformace v t&lesech jednodussiho tvaru, jako jsou tyde
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a trubice, popk. desky, pii zatiZeni osovou silou, ohybovym a krouticim momentem
a radialnimi tlaky. V n&kterych piipadech budeme obdobng jako v technické nauce
o pruZnosti predpokladat, Ze rovinné prufezy zustanou i v prib&hu deformovani
rovinnymi. ProtoZe takovyto pFedpoklad vyZaduje, piisné vzato, té% urtité rozdéleni
napdti na okrajich télesa, coZ nebyva obvykle splnéno, budou vysledky (v souladu
se Saint Venantovym principem [4]) platit s dostatetnou piesnosti v mistech vzddle-
né&jsich od okraju; uplatni se tedy pfedeviim u té&les, jejichZ tloustka je mald ve srov-
nani s ostatnimi rozméry. Kromé toho zde nebudeme uvazovat vliv setrvainych sil,
resp. budeme je povaZovat za zanedbatelné. (Této problematice je vénovana napf.
préce [5].)

V praktické ¢asti ukazeme postup pFi stanoveni celkové deformace télesa s vyui-
tim odvozenych vztaht, a viimneme si té% chyb, vznikajicich pFi vypoctu.

TEORETICKA CGAST
Dlouhd ty¢ zatiZena osovou silou

Nechf ve smdru osy tyce, ktery oznalime jako x, pusobi sila F',. Ve smérech
y ani z vngjsi sily nepusobi. Viskozita zavisi pouze na soufadnicich y, z. PFHeny prifez
ty¢e ma obecny tvar.

Vyjdeme z pFedpokladu, Ze v mistech vzdalendjsich od okraju se bude ty¢ de-
formovat jako jeden celek, tzn. Ze rychlost pomérného prodluzovani v osovém sméru
bude ve viech bodech stejnd, &z = dez/dt = konst. (Pomdrné prodlouzeni je ddno
vztahem gz = Alfly.) Protoze viskozita je funkei polohy, % = #%(y, z), bude i napdti
zaviset na soufadnicich y, z.

Pomeéry ve smérech y, z zjistime nejsnaze, predstavime-li si ty¢ jakoby sloZenou
z tenkych rovnobé&zinych viaken. Rychlost pomérné deformace jednotlivych vliken
v piitném smdéru je rovna

&y == &, = —UEg. (3)

wiy

V piipadg, %e soudinitel pii¢né kontrakee p je ve viech vlaknech stejny, co je
u nestlagitelné kapaliny splnéno automaticky, nebot pro ni plati 4 = 0,5, je viude
stejnd 1 rychlost pomérnych deformaci v piitném sméru. To oviem znamend,
7e pFieny prufez tyte se deformuje jako jeden celek; jednotliva vliakna na sebe nepi-
sohi a Zidnd pridavna napGti (nasledkem nerovnomérného rozdé&leni viskozity)
nevzniknou. Napjatost v tydi je jednoosa a napéti ve sméru osy a je rovno

0z(y, 2) = 3n(Y, 2) €z (4)
Celkova osova sila je ddna vyrazem
Iy = | 02y, 2) dS = 3é, [ n(y, z) dS. (5)
(9) (S)

Zavedeme-li tzv. stfedni viskozitu v prifezu p¥i deformovani v osovém sméru,

[n(y,2) ds (_i)n(y, z) dS

:
b

ma = g = O (6)
()]
kde S je plocha prufezu, muzeme vztah (5) zapsat stejnym zpusobem, jako kdyby
Slo o homogenni téleso:
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7 tohoto vztahu lze naopak uréit okamzitou rychlost prodluZovani tyge. (Rychlost
relativniho zv&tSovani priénych rozméru je dana vztahem (3).)

Pozndmka: Uvedené vztahy plati pro tyle (nebo trubice) libovolného prafezu,
aviak s jednim omezenim. Ma-li v plném rozsahu platit hypotéza o zachovani rovin-
nosti prufezu, tj. ¢ == konst., musi byt nap&ti i na koncich tyZe rozdéleno podle
vztahu (4). Priblizn& (v mistech vzdalenéjsich od koncu) postaéi, prochazi-li nositelka
sily #7; t8zi§t8m nap&tového télesa, jehoz zakladna je shodna s prufezem tyge a vyska
je imérnd napsti o4y, ), resp. viskozits 9(y, z) v jednotlivych bodech. (Jde o obdobu
pusobists stiedu tlaku v hydrostatice.) V odlisném p#ipad bude ty% namihina té%
ohybem.

Tenké ty&e a desky zatiZené ohybovym momentem

Omezime se na piipad, kdy prufez tyce je soumCrny kolem osy z (ponechavame
oznadeni z piedchoziho oddllu) viskozita zavisi bud pouze na soufadnici z, nebo —
méni-li sei ve sméru y — je rozloZena symetricky k ose z (nap¥. u tyde s I\ruhovym
prufezem). Vektor ohybového momentu My md smér osy .

Vyjdeme z teorie ohybu tenkych k¥ivych elastickych prutu {4], kterd pfedpoklada
zachovani rovinnosti prufezu. Pisobenim ohybového momentu se thel, ktery svirajf
dva pFi¢né fezy vzdilené na neutrdlni ose o ds, zméni o dp. (M4-li neutrdlni osa
polomér kiivosti », plati ds = »rd¢ a dy = Ade.) Ziroves se zmdénf polomar kFivosti
z puvodniho 7 na 7,. Oznalme jako tzv. pomé&rné natodeni veliinu » = dtp/ds
Za predpokladu, Ze se neméni délka neutralni osy, resp. plochy (tj. plochy, v ni%
nepusobi zZadna nap&ti), tzn.

ds = rde = r{de + Adp) = dsi, (8)
plati
x = 1fry, — Yr. )

Pri ohybdni viskéznich tydipFejdeme k rychlostem pomé&rnych deformaci. U tenké
tyle je rychlost pomd&rného prodluZovani vldken (ve sméru osy z) imérna jejich
vzdélenosti od neutralni plochy,

Eqlz) == 23, (19)

kde % = dx/d¢ je rychlost pom&rmdého natddeni soumeznych Fezu.

Je-li 8itka ty%e mald, muZeme (v souladu s vyvody ptedchoziho oddilu) pfedpokla-
dat, Ze sousedni vlakna na sebe nepusobi, takZe napjatost je jednoosa. Potom
normalné napé&ti v jednotlivych vlaknech je

az(y, 2) == 3n(y, z) &z(z) = 3n(y, 2) z#. (11)
Ohybovy moment je dan vyrazem
My = [ zo4(y, 2) AS = 3% | 22n(y, 2) 4. (12)
(3) (8

Zavedeme-li, obdobné& jako v pfedchozim p¥ipads, tzv. stfedni viskozitu v prifezu
pEi ohybu,
[zn(y, z) A8 [ 2y, ) dS
o == B e ® 13
Tso J‘ szLS' Jy 3 ( )
&) .

kde Jy [ 22dS je tzv. kvadraticky moment (setrvatnosti) prifezu k ose y, miZeme
vztah (12) zapsat obdobng, jako kdyby &lo o homogenni té&leso,
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My = 39’«'7750']1/' (14)

Zpétnd muzeme ze vztahu (14) urlit okamzitou rychlost natafeni soumeznych fezu,
popk. rychlost dalsich deformaci.

Polohu neutrdlni plochy, resp. osy y, od ni% mdiime vzddlenost z ve vztazich
(10)—(13), uréime z podminky, %e elementarni sily ¢, dS nesm&ji davat Zidnou
vyslednici (nebof #Zadnd normalna sila v prafezu nepusobi), t.

[ o2(y, 2) dS = 3% [ 2n(y, ) S = 0. (15)
(8) S

Ze vztahu (15) vyplyva, %e osa y bude prochizet t&%istdm redukovaného prurezu
(ptidruzeného k puvodnimu pruiezu tyée), jehoz sifka je viude %(y, 2)-krat vetsi
ne? §ftka puvodniho prufezu. Nebo — analogicky k pfipadu zatiZeni osovou silon —
bude prochazet t8%i3t&m t&lesa, jehoZ zdkladna je shodna s prafezem tyte a vyska
umérna viskozité n(y, z).

Pozndmka. Pii propodtech deformaci nesmime zapomenout, %e u tydi s neprilis
velkou &ifkou prufezu se vlivem pii¢né kontrakce zméni tvar priéného prufezu,
viz vztah (3). U 8irokych desek naproti tomu bude deformace ve sméru osy y nulova,
co% se projevi vznikem napdti oy (v mistech vzdalenych od okraji) a zvysenou
tuhosti desky. Vyraz (13) pro stanoveni stfedni viskozity pii ohybu v3ak zustava
v platnosti. SloZit&jsi rozd&leni napdti nastava, je-li tloustka tyte nebo desky srovna-
telnd s polomgrem kiivosti. V takovém piipads muzeme vyjit z teorie ohybu tlustych
k¥ivyeh prutt [4]; celkovy postup zustiva obdobny.

Ty&e a trubice kruhového prufezu zatizené krouticim momentem

Vektor krouticiho momentu My méa smér osy tyde, ktery oznalime xz. Viskozita
je rozloZena symetricky k ose, n = 5(r). Podle zpusobu upevnéni tyle a pfenosu
krouticiho momentu mohou nastat dva piipady:

a) Jeden konec tyZe (resp. trubice) je natdden vadi druhému konei, povreh je volny.
V takovém pripadé se piitné prufezy natadeji jako jeden celek, aniz by se deformo-
valy (radialni paprsky zustivaji p¥imé). Uhel pootofeni prifezu oznadime ¢,
pomérné zkrouceni (zkrut) ¢ = d<p/da:, rychlost pomérného zkrucovani P = d9/de.
Smykové napdti v tyci (analogicky k elastickému piipadu [4]) je

T(r) = q(r) y = n(r) rd (16)

a celkovy kroutici moment

My = [ rr(r) dS =& [ r2n(r) A8 = Inexdyp, (17)
@8) (S)

kde ng je stfedni viskozita v prufezu p¥i krutu, definovana vztahem
[ rn(r) A4S [ r2(r)dS
) _

(e (12)
S

Nk =

a Jp = [ 72dS je tzv. poldrni moment (setrvatnosti) prufezu k ose tye. Rychlost
zkrucovani uréime ze vzorce (17).

b) Vnitini povreh trubice je natdden vudi vngjiimu, radidlni paprsky se zakFivuji.
(Tento pFipad nastivd napf. u rotadnich viskozimetri.)
Smykové napé&ti, pfendsené valcovou vrstvou o poloméru 7 a tloustece dr, je rovno’
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M
W) =55 (19)

kde ? je délka trubice. Rychlost pom&rné smykové deformace (zkosu) je y = z/n,
takZe rychlost vzajemného posouvani obou povrchi vrstvy je ¢ dr. Potom pifristek
rychlosti otadeni vné&jsitho povrchu vrstvy (o polomdru r - dr) proti rychlosti
otddeni vnitiniho povrchu (o polomdéru r) je

dp =24 _ T (20)

Dosazenim za = z (19) a integraci dostaneme, %e rychlost otadeni vngjsitho poloméru
trubice b vuli vnitfnimu poloméru @ je

Ml‘ j . _j_‘{}‘_ (! — _%_) , (21)
T only n(r 73 drelns \«? b2
kde stiedni viskozita je definovdna vyrazem
b dr 1 ( 1 1 )
7o = (’; - i—zﬁarbz ,,,,,,,, (22)
b a i)

Poznamka. Zcela analogicky se odvodi rychlost v pripadé posouvéani vnit¥niho
povrchu vudi vngjdimu osovou silou.

Dlouhd trubice kruhového priufezu zatiZend radidlnimi tlaky

Necht dlouhd trubice s rotainé symetrickym rozlozenim viskozity je na vnitfnim
povrchu (o polomédru a) zatiZena tlakem pg, na vngjsim povrchu (o poloméru b)
tlakem p,. Ve sméru osy trubice Zadna vngjsi sila nepusobi. ProtoZe jde o rotalind
symetrickou ulohu, pFijmeme nasledujici zpusob oznaovini: x, r — soufadny systém,
w, ¥ — posunuti v osovém a radidlnim smiru, &5 = dw/dx, &r = du/dr, &r = ulr —
relativni prodlouzeni osové, radidlni a obvodové, 4, %, &4, &, é&¢ — rychlosti jednot-
livych deformaci (d/df), oz, or; 0t — osové, radidlni a obvodové napdti.

Pri FeSeni budeme postupovat obdobng, jako by §lo o vidlcovou tlustosténnou
elastickou nadobu [4]. RovngZ prijmeme piedpoklad, %e ve vGtsich vzdilenostech
od kone se bude trubice deformovat jako jeden celek, takze bude platit £z = konst.
Protoze viskozita obeend zdvisi na poloméru, 5 = #(r), objevi se v trubici také osova
napéti oz(r) & napjatost bude trojosd.

Rychlost pomé&rného prodluZzovani trubice v osovém sméru stanovime nejsnaze
uzitim viskoelastické analogie. PriloZime-li (myslend) k elastické trubici, zatiZené
radialnimi tlaky pg, pp, osovou silu I, je podle Bettiho vity [4] price, kterou
vykonaji tlaky pg, pp pii 2meéng poloméri a, b, iéinkem sily F;, stejnd velkd jako
préace sily 5 p¥i prodlouZeni trubice piisobenim tlaki pg, pp:

2nlapg Aa(Fy) — 2nlbpy Ab(Fy) = Fg Allpa, po)- (23)

(Zaporné znaménko u druhého ¢lenu vyplyvd z toho, Ze pfi zvStSeni polomdru
kona tlak p4 kladnou a tlak py zdpornou praci.) Zvétseni poloméru uéinkem tahové’
sily 17z je (viz stat o zatiZeni osovou silou)
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A L 24
7’ = = — P = — P 24.
&t MEx /L“ IE(T) dS ’ ( )
()}
kde Z(r) je modul pruZnosti v tahu. Po dosazeni (24) do (23), vykrdceni # a daliich
upravach dostaneme ‘

7}(;[)2 — Patt?

L (25)
i E(r)dS

()

Alfl = 27ty

K viskézni trubici pfejdeme nyni tak, Ze v (25) zamdénime pomdrné prodlouZeni
ez = Al/l jeho rychlosti a modul pruznosti & vyrazem 3z. Kromé toho pfihlédneme
k nestlafitelnosti materidlu (# = 0,5). Dostaneme tak, %e rychlost pomérndho
axidlniho prodluZzovani viskézni trubice, zatiZené radidlnimi tlaky, je

. pob? — paa’ Pob? — pac? 26
= = 7 .4(
Br =T (i)f%n(r) 48T T T ByeaS (26)

kde 54 je tzv. stFedni viskozita v priifezu p¥i deformovani v osovém sméru, defino-
vand vztahem (6). (S pFihlédnutim, %e S = w(h2 — a?), je mozno vztah (26) ddle
zjednodusit.)

PFi dalsich upravach vyjdeme ze vztahit mezi napétimi a rychlostmi pomérnych
deformaci p¥i trojosé napjatosti:

o1 1

Ex = -.3‘6 [O'x‘—“é (or - O'l)] ,
B 1 1 L
& = _'377 [Ur - ‘2‘ (Ut + O'x)] ’ (27)

= O'——}r-( - o)
St—'377 t 20'2:. r) s

déle z rovnice rovnovihy sil, ptisobicich v radidlnim sméru na element jednotkové
tloustky, vymezeny Fezy r = konst, » - dr = konst, ¢ = konst,, ¢ 4 dg == konst
[4]: ,

1
or -7 £ Gr —o=0 (28)

a z podminky, %e materidl je nestlatitelny, takze plati
bz -+ &r + & = 0. (29)

Vyjadiime-li v (29) rychlosti pomérnych deformaci prostiednictvim rychlosti posuvi
(¢ = du/dr, & = 4/r) a celou rovnici derivujeme podle 7, dostaneme (s piihlédnutin,
7e &, = konst, a tedy déz/dr = 0) po upravé

d2u 1 du 1
5 '1- T T Ty @ =0. (30)
RReseni diferencialni rovnice (30) ma tvar

u = Cyr 4 Cyfr, 31
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z n&hoZ vyplyva

& = Cp— Cy/r2, & = Cp + Cofr2. (32)
Po dosazeni & a & z (32) do (29) dostaneme '
C) = —é4/2, (33)

kde & je ddno vztahem (26).

Nyni odeéteme druhou z rovnic (27) od tfeti a piihlédneme ke vztahu (32):
. . 7 a
Ot — Oy == 20(&s — &) = 40, »7-‘7»2-. : (34)

Po dosazeni do rovnice rovnovahy (28) a po tpravé dostaneme

doy . 77
P 4Cz~ (35)

Z této diferencialni rovnice vyplyvd, Ze pro danv plubch 7(r) je napdti op(r) ddno

vztahem
ar(r)

| do, = 4, j ’7 ) . (36)

()
Dosadime-li do tohoto vyrazu r = b, a,(b) = —py, ar(a) == —Pg, obdrzime po tipravé
0, = I_—Pb ’ (37)

4f’7

Obdobng jako v piedchozich oddilech zavedeme tzv. stfedni viskozitu v prifezu
pri deformoviani v radidlnim sméru:

b
z[ﬁ;(?. dr wbz b 7](7)
Mk = = = 2 i g_ﬁ,_. dr. (38)
b F

Potom radislni nap&ti dle (36) s prihlédnutim k (37) a (38) je

g Pa—Pv cLZbZ T n(r) .

= —Pa e e dr 39

or(7) Pa -+ 255 PR (39)
a obvodové napdéti v souladu s (34)

. N oPa— Do b2 77(7')
0y(r) == op(r) + 2—52—»:-672-_ g ’};R . (40)

Osové napdti podle prvé z rovnice (27) bude
1 » :
0a(r) = Bean(r) -+ -5 [or(r) + 0u(7)]. , (41)
Rychlost pomérného deformovani v radidlnim sméru, plynouci z (32) je

6x 1 Pa—Po b2
2 } é”?sl{ 1)2.— (,l,2 B ’1'2
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a rychlost pomérného prodluzovani v obvodovém sméru, odpovidajici rychlosti
relativniho zv&tSovani polomdru, je
e € 1 Pa— Pp  a2b?
flr) = — T oo BT O (43)
2 2nsp 02— 7
pritemz &z je dano vztahem (26).
Okamzitou rychlost zv&tSovani vnitintho a vné&jstho polomé&rn dostaneme ze vztahi

w(a) = aga), w(b) = by (D).

Poznamka. Dosazenim @ = 0 dostaneme odpovidajici vztahy pro plnou ty¢
kruhového prutezu.

PRAKTICKA CAST

Z piedchoziho vyplyva, Ze vztah mezi charakteristickym zatiZenim 7 (silou,
momentem, tlakem) a rychlosti » charakteristické deformace viskdzniho télesa
(prodluZovani ty¢e, zvdtiovani svétlosti trubice apod.) miZeme obecnd vyjadiit
ve tvaru

i)
) —

S 45
oy (45)

kde f({) je urtitd funkce rozmdrt a tvaru télesa, a #s je stiedni viskozita v prifezu
pEi daném zpusobu deformovani. (ProtoZe velidiny », I, [, ale i 9 se mohou ménit
s ¢asem®*), jde v (45) o jejich okamzité hodnoty.)

V praxi potiebujeme zpravidla Fesit nékterou z nasledujicich 1loh:

1. Je dana rychlost deformovani a velikost zatiZeni a mame stanovit viskozitu.

2. Je dédn Casovy prubdh zatiZeni a mame urcit odpovidajici pribéh deformovéni,
popi. celkovou zmdnu tvaru.

3. Je dan dasovy prub8h zmény rozméri (nap¥. piedpokladany pohyb &elisti
tvarovaciho ndstroje) a mame uréit odpovidajici (resp. potiebny) prubéh sily.

Prva loha nepfedstavuje zvlastni potiZe. Naroéngjsi jsou druhé dvé, a to zejména
tehdy, méni-li se v prubdhu deformovani rozmdry, resp. prufez tdlesa, jako napi.
p¥i prodluzovani tyce, jejiz objem zustava stily apod. Analytické Feseni je moZné jen
v nejjednodussich piipadech a mnohem &ast&ji uZijeme Feseni numerického, zejména
jestlize jde o pfipad s ménici se viskozitou.

Obecny postup zde nazna¢ime pro druhou z tloh. Necht mame dany rozméry
t3lesa, velikost zatiZen{ a rychlost deformovani, jakoZ i rozd&leni teplot a viskozit
v télese v urlitém (polateénim) okamiiku ;. Nechf je ddle dan ¢asovy prubch zati-
zeni, I' = F(t), a okrajovd podminka pro vyménu tepla s okolim. Chceme zjistit
tvar tdlesa v Case f;.

Vyjdeme z obecného vztahu pro stanoveni zmdn tvaru,

t
1e) = Uto) + | o() d. (46)
to

ProtoZe rychlost deformovani pFedstavuje s ohledem na ménici se rozméry a viskozitu
pomédrné sloZitou zdvislost, musime naznadenou integraci provaddt numericky.

*) Pripad, kdy se viskozita mdni s ¢asem, nastiava napr. tehdy, zavisi-li viskozita na teplotd
a moni-li se béhem deformovini teplota tilesa.
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V takovém piipad& postupujeme po krocich. Interval {fo, {;> rozddlime na useky A¢
tak malé, abychom mohli piedpoklidat, %e uvniti kazdého kroku zustdvaji rozméry
télesa, zatiZeni a rychlost deformovani prakticky konstantni a %e viskozita je bud
konstantni, nebo se méni pouze linedrné.

V kazdém vypoletnim kroku stanovime nejprve odpovidajici zmény teplot.
Nejvhodngjsi je k tomu diferenéni metoda explicitni, kdy t&leso rozdélime na radu
myslenych vrstev (predpoklidame zde pouze jednorozmérné sdileni tepla), a teplotu
uréité vrstvy na konei asového kroku dostaneme jako linearni kombinaci teplot
vrstvy této a sousednich na zacatku kroku (resp. na konei kroku piedchoziho).

Jakmile mdme uréeny teploty jednotlivych vrstev na koneci ¢asového kroku,
stanovime pomoci vatahu n = 7(7") jejich odpovidajici viskozity. Potom vypod&itdme
prumérnou viskozitu kazdé vrstvy v daném kroku (jako aritimeticky pramér pocateéni
a konefné hodnoty) a numerickou integraci stanovime stiedni viskozitu v celém
prifezu pro dany zpusob deformovéani.

Dosazenim stiedni viskozity do vztahu (45) uréime stiedni rychlost vs v daném
(nap¥. j-tém) éasovem kroku a pomoci vyrazu typu

lj = lj_l - vgy At (47)

uréime charakteristicky rozmér t&lesa na konci kroku. Nakonec, napi. z podminky,
%e objem t&lesa zustava konstantni, stanovime zbyvajici rozmdry.

Potom piejdeme k daldimu casovému kroku: vypolitdme teplotu, viskozitu,
rychlost deformovini, celkové rozmdry atd., pfi¢em# nesmime opomenout do piislus-
nych vztahu dosadit zmé&néné rozméry a popf. i novou hodnotu zatiZeni.

Podobné& (popf. s vypusténim nékterych dkonu) postupujeme i u jinych uloh.
Podotknéme, %e sloZit&jsim problémem ne% samotné uréovini zmén tvaru u popsa-
nych piipadi je vypolet teplot, resp. viskozit pii nestaciondrnim sdileni tepla.
I zde vychdzime z toho, Ze zmé&na tvaru télesa b&hem jednotlivych ¢asovych kroku
je zanedbatelnd, a prakticky postupujeme, jako by 8lo o tuhé t&leso. Podrobngjsi
rozbor a popis vhodnych vypoletnich metod piesahuje ramec tohoto ¢lanku a zijemee
odkazujeme nap¥. na prace [6], [7], [8]- Zde si vSimneme pouze jediné vaei, a to jaky
vliv na piesnoststanovenirychlosti deformovani ma chyba v uréeni teploty. V ndkte-
rych piipadech, jako nap¥. u skla, zdvisi totiZ viskozita velmi vyrazné na teplotg.
Proto je dulezité vEdEt jestd pred zahajenim vypolty, s jakou presnosti musime urco-
vat teplotu, nemé-li chyba ve stanoveni rychlosti, resp. celkové deformace apod.
prekrodit piipustnou hodnotu. '

Diferencujeme-li vyraz (45) a nahradime-li diferenciily koneénymi diferencemi,
odpovidajicimi chybam, dostaneme po Yipravé

ég — éﬂi_ (48)
v 7Ms
V prvém priblizeni muZeme plredpoklidat Ans = Ay. Pro danou zdvislost #(7T)
potom dostaneme obecny vztah
Aw An 1 dp(T)

= — T. 49
» 7 n  dT A7 (49)

Viimndme si blize pFipadu tvarovani skla. U zhavé skloviny (i u fady dalsich
latek) muZeme zavislost viskozity na teploté vyjadrit priblizné ve tvaru
B

n=24e =Ty , (50)

Siikaty ¢&. 2, 1982 123



J. Menéik:
Po dosazeni do (49) a provedeni naznaené derivace obdrZime

Bosadme do tohoto vyrazu ndkteré konkrétni hodnoty. Z knihy [9] pFevezmeme
udajc pro dvd ruzné skla. Napt. ,,dlouhé® sklo ,,4 (T = 688 K, T = 1473 K)
mé v rovniei (50) tyto konstanty: 4 = 0,0389, B = 9590, T = 408 (plam pro vyjad-
Feni viskozity v dPas a teploty v K). Pro , kratké* sklo ,,E“ (T = 903 K, 71", ==
= 1366 K) jsou odpovidajici hodnoty 4 = 0,001 19, B = 8828, 7'y = 668. Omezime
se zde na méné& priznivy pripad, kdy se tvarovani blizi ke konci a teplota je jiz
pomé&rné nizka. Na priklad viskozity 7 = 106 dPas je u skla A dosaZeno pti 970,1 K,
kdy plati Av/v = 0,030 AT. U skla E je odpovidajici teplota 1097,6 K a Avfo =
= 0,048 A7

7 uvedeného prikladu vyplyvd, %Ze napi. pii modelovani procesu tvarovani skla
muZe odchylka vypodtené teploty od piesné hodnoty o pouhy 1°C mit za néasledek
aZ% nékolikaprocentni chybu ve stanoveni okamzité rychlosti deformovéni, resp.
odpovidajici chybu p¥i urleni cellkové velikosti deformace, p¥i stanoveni potiebné
velikosti zatiZzeni apod. S tim je nutno poditat, zejména ji% proto, Ze milokdy znidme
piesné hodnoty ruznych , konstant®, vstupujicich do vypocti. I pies tento nedosta-
tek zustava navrZzend metoda a odvozené vztahy cennou pomuckou zejména pro
rychlé ziskani priblizné piedstavy o prubshu deformovini a o charakteristickych
veli¢inach.

ZAVEER

V préci byly odvozeny vztahy mezi zatizenim a okam#itou rychlost{ deformovéan{
viskéznich tydi, trubic a desek s nehomogennim rozloZenim viskozity v prifezu
pii zatiZeni osovou silou, ohybem, krutem a radialnimi tlaky. Analogie mezi defor-
movanim viskdznich a elastickych latek dovoluje pfevzit obeeny postup z technické
nauky o pruznosti: UZiti uréité hypotézy o charakteru deformovani p¥i daném zpi-
sobu zatiZeni, stanoveni zdvislosti mezi nap&tim a rychlosti pom&rné deformace
v obecném misté prifezu a sestaveni vztahu mezi celkovym zatiZenim a rychlosti
deformovani. Zavedeni tzv. stfedni viskozity (jeZ zavisi na tvaru prufezu a rozdéleni
viskozity v ném, a dale na zpusobu deformovani) umoziuje pouZiyat jednoduché
vzorce, odvozené pro homogenni t&lesa.

Naznatenym zpusobem lze odvodit vztahy pro dalsi druhy t&les nebo zatiZeni,
pritemz u sloZitych zatiZeni je mozno vyuZivat principu superpozice. Prabgh defor-
movani v dase i velikost celkovych deformaci dostaneme integraci rychlosti deformace
podle Gasu. Ve Sloiiu‘,jéich piipadech je nutno provadsét tuto integraci numericky,
krok za krokem. V préci je naznaten postup pro piipad, kdy se v pribshu deformo-
vani ménf nejen tvar, ale také teplota a viskozita. V zavéru je diskutovana otizka
presnosti vypodti.
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PACUET JTEOOPMAIIMN U HANPAKEHUIN B IHIPOCTHI X
BA3SKUX TEJAX IIPH PA3HbLIX CIIOCOBAX HATPY3KHU

fIpocaaB Menunx

Huemumym stawunocmpoenus u mescmuiashoti npostsiuiaenrocmu, Jlubepey

JlepopmupoBanue TeJi M3 BSIZKOH HeCsKHMACMOIT AULIKOCTH, KaK HAIID. H3 PacIaBIeHNON
CTEKJIOMACCH, MOMKHO OIHCBHIBATEL ¢ IIOMONILIO IOj00HBIX yDaBHEHMIl, CJYMKAIMX JUIS ONH-
caHHsA JIeQOPMHPOBARIST YHPYIUX TEI, ¢ TCM, YTO MO/YJIO YIIPYI'OCTH COOTBETCTBYCT KO-
IIEHT BASKOCTH M ynpyrum jedopMalliisiM MIHOBCHHbIC CKODOCTH BSSKIX jledopMalruii.
Ilpu Taroil aHAJIONMHM MOXKHO JUIsl PelIeHIlst 3ajay JeOPMMPOBARMS BSIBKIX TCJI HCIOIBL30-
BATL M3 HAYKM O CONPOTHBJICHIN MATCPHAZIOB ¢HOCOOLI PACCYCTa I HEKOTOPLIC I'MIIOTCSLI
OTHOCHTCJLHO XapaKrepa JeOPMHPOBAMIISL

B upejutaraemoit padoTe BLIBOSITCSI OTHONICHIIS, HMCIONIHMECSI MY HArPy3KOH H MI'HO-
REHHOiI CKOPOCTHIO JICOPMMPOBAMHS BAKMX cTEepKHE, TpyOOK H IUIMTOK ¢ oOmum (He-
I'OMOI'CHILIM) PACHPCJIC/ICHIEM BSIBKOCTH B CCUCHI, 4 WMCHIO IIPH Harpy3xe IPOJOJILHOIL
CH310i1, #3rHOOM, KPYUCHHCM ¥ PAUJILHLIMH JIABICHIsIMIL BBOJIsSI TaK Has. CPEJIHIOIO BSI3IKOCTS,
MOZKHO IIPUMCHSITE IIPOCTHIC (JOPMYIILI, BLIBEJICHHLIC JUISL OJ(HOPOHAIX Tesl. Cpej(Hsist BABKOCTD
BABHCHT HC TOJIBKO OT (JOPMbI CCHMCHINI I PACTIPE;(CICHMS BSISKOCTH B TeJle, HO H OT crocoba
Jeopmitponanust. PacnpejesicHue BASKOCTH B cevucHill HeOOXOAMMO YUHTLIBATL JlaXKe HPH
OLPEUCIICHIIL [10JIOMKEHIsT BEiITPAILHOIT OCH 1711 1lenTPa JeHCTBYIOINX HanpsiKeHuil. X ox
sledopmupoBarust BO BpeMEHH i BeJmuiuHy o0nuX gedopMainii MOMKHO NOJIYUHTL HHTCIPH-
POBAHLCM CKOPOCTH JICPOPMAIUMH COrJlacHO BpeMeHil. 13 GoJiee CJIOKHLIX CIHYUasiX HYKHO
LIDOBO(IT], J{AHIIY® HETCIDAIIO HyMepuyecki, Har sa waroM. B pabore nameuaeres crocod
B CJIyuae, KOrja BO BpeMst jeOPMIPOBaIIIs H3MCHSICTCS HE TOJIBHKO (JOPMa, HO H TCMIIEPATYPa
# BABKOCTL. 13 BawsovucHiie olEHHBACTCSI TOYHOCTL PaCeuCTOR.

CALCULATION OF DEFORMATIONS AND STRESSES
IN SIMPLE VISCOUS BODIES UNDER VARIOUS MODES OF LOADING

Jaroslav Mencik

The College of Mechanical and Textile Bngineering, Liberec

Deformation of bodies of viscous incompressible liquids such as glass melts can be described
by equations similar to those for the deformation of elastic bodies by replacing the modulus
of elasticity with the viscosity coefficient and elastic deformations with instantaneous rates
of viscous deformation. Whon solving tho deformation of viscous bodies, this analogy allows
to use some claculation procedures and some hypotheses on tho character of deformation from
the field of elasticity studies.

Relationships have been derived between loading and instantancous rate of deformation
of viscous bars, tuboes and plates showing goneral (inhomogeneous) viscosity distribution over
the eross section, when loaded with axialferces, bending, torsion and radial pressures. Introduction
of the so-called mean viscosity permits the use of simple formulas derived for homogeneous
bodies. 'The moan viscosity dopends on the shape of tho cross soction and on viscosity distribution
over the cross section, and also on the mode of deformation. Viscosity distribution over the cross
section should also bo taken into account when determining tho position of tho neutral axis
or the centre of the acting strosses. The course of deformation in terms of time, and the size
of total deformations can be obtained by integrating the deformation rate in terms of time.
In the more complox cases, this integration must be carried out numerically, step by step.
A proceduro is described for the case when shape, as well as tomperature and viscosity change
in the course of deformation. Tho problems of the calculation accuracy are discussed in tho
conclusion.
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