
Silikáty 26, s. 209- 222 ( 1982) 

MATEMATICKÝ MODEL TAVENÍ KMENE V ELEKTRICKÝCH
PECÍCH 

Čás t  II. Ře šení  modelo vých rovnic

PETR SCHILL 

Státní výzkumný ústav sklářský, Škroupova 957, 501 92 Hradec Králové 

Došlo 2. 4. 1981 

Jsou rozpracovány dva matematické způsoby řešení modelové rovnice taveni 
kmene odvozené v I. části článku a popsáno experimentální stanovení všech 
materiálových funkci pro kmen, a to pro bílou obalovou sklovinu. Nakonec je 
provedeno několik aplikačních výpočtů průběhu tavení uvedeného kmene 
v 30ti tunové celoelektrické peci a stanoveny změny tloušťky vrstvy, doby tavení 
a dodávaného pfíkonu, pfičemž jsou stanoveny kritické změny zakládání 
(o -2%) a dodávaného příkonu (o +5%) pro vznik protavii, vrstvy kmene pfi
zachování konstantních lwd,,wt všech ostatních technologických parametrů.
Modelově byl zjištěn poměrné malý vliv přesnosti určení hodnoty měrného
reakčně transformačního tepla na průběh tavení kmene.

4. ANALYTICKÉ ŘEŠENÍ

Modelovou rovnici tavení kmene (17), odvozenou v I. části této práce, lze upravit
na tvar 

g(T)-= - J.(T)- , 
dT d ( dT) 
dx dx dx (35)

kde jsou označeny funkce

g(T) = iu(rx(T)) . cg(T) - is(rx(T)) . cs(T) - H. j8(rx(T)) . /(T), (36) 

J.(T) = i:r(T) + Ag(T). (37) 

Po zavedení proměnné (mající fyzikální význam hustoty konduktivního tepelného
toku) 

dT J. 
q=-A- ⇒dx=--dT,dx q 

přejde rovnice (35) na tvar
g(T) d

. _ dq
J.(T) X- q 

(38)

a dále při• použití diferenciálního tvaru transformace (38) proměnných (při předpo
kladu q =I= O) na rovnici 

jejíž řešení je dáno vztahem

kde je označena funkce
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g(T) dT = -dq, 

q(T) = - K1 - G(T),

G(T) = I g(T) dT. 

(39) 

(40) 
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Přechodem od q k původní proměnné T pomocí ,;ztahn (38) vznikne z (39) diferenciální rovnice 
?c(T) dlT_ = K1 + G(T), ex (41a) 

jejíž řešení lze při předpokladu ryzí monotónnosti funkce T = T(x) vyjá.dht ve tvaru 
• - I J },(T)x(T) - K.2 , K.i 

+ G(T) dT, (41b) 
přičemž integrační konstanty K1 a K2 se mčí z okrajových poclrnínťk (18) a (19) v místech x = O a x = L.Vztah (41b) po provedení inveze proměnných '11(:r) = :c1('1') představuje obecné analytické řešení modelové rovnice (17). Integrál ve vztahu (41b) hy bylo možné po dosazení všech materiálových funkcí (20) až (28) vypočítat buď numerickou metodou, nebo vhodnou přibližnou metodou integrace (např. Gaussovou metodou), přičemž v obou případech by šlo o poměrně komplikovaný výpočet. Provedení výpočtu integrálu čistě analytickou cestou je však i po značných zjednodušeních materiálových funkcí (např. použití jediného hypotetického kinetického procesu popsaného funkcí (34) a (33), lineárního vztahu pro ?c(T), konstantních hodnot hustot hmotnostních toků a měrných tepel) neúměrně pracné vzhledem k dosažené přesnosti. Rozložení teploty T(x) je z praktického hlediska proto výhodnější počítat následující analyticko-numerickou metodou, využívající rovnici (4Ia.) a zrwúdějící jednu malou aproximaci, ale uvedený postup povede rychle k cíli. 

5. ANALYTICKO-NUMERICKÉ ŘEŠENÍ

Při tomto způsobu řešení je použita jediná malá aproximace, a to nahrazení nevýrazně se měnících hustot hmotnostních toků j8(T) a jy(T) středními hodnotami 
(42) 

Dosazením těchto konstant (42) do výrazu (36) pro funlrni g(T) a následnou integrací ph použití identity J f(T) cl'l' = o:(T) plyne pro funkci G(T) výraz
p-I p_)_l G('I) = QG -2� J Cq(T) dT - Qc -i- [J c8(T) dT + H. o:('11)],

který má po dosazení materiálových funkcí (22) a (23) za měrná tepla c8(T) a cg(T) konkrétní tvar daný třemi funkcemi pro nizné teplotní intervaly (při předpokladu Tr,g < Tesl=
G,(T) = �(;'- [(p � I) Cq4. 'I'-: (p + I) (cs1T + Csz :2 

+ H. IX('I'))]; T < Tcu 
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G (T Qc [( 1 ( T r2 Cq3) 
2 ) = 2 p - ) Cg1 + Cgz 2 + T -

(43a) 

-(p + I) (cs1T + c,2 :2 

+ H. o:(T))]; Tcg < T < Tcs (43b} 
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Q 
[ ( 

7'2 C 3 
) ] 

GJ(T) = T (p -1) CrnT + Cgz-2- + � - (p + I) (c83T + H . a(T)) ;

T > T es , ( 43c) 

kde je stupeú přeměny ::x.(T) vyjádřen materiálovou funkcí (28) a celková spotfoba 
tepla H vztahem (51). 

Pro daný odběr Qa a teplotu rozhraní Ta použitím vztahu (39) pro hustotu tepel
ného toku q(T) a upravené okrajové podmínky (19) převedením zářivého přestupu 
tepla do efektivního konvektivního koeficientu přestupu tepla lze ph zadání jedné 
z okrajových hodnot qs , 'l's, nebo qa určit integrační koristantu K 1 a zbylé dvč 
okrajové veličiny: 

a) Zadaná h u stota  tepelného toku qs ztrát  z povrchu vrstvy: Nejprve
se ze zjednodušeného vztahu (19), tj. r·ešením rovnice 

stanoví povrchová teplota Ts 

kde 
'l's = -a 1 + v�-+-az , (45) 

( , m ) m '- /JTA + qs 

Cs1 7- C„2.1. F .1. F -, Q p. G 

Potom se z rovnice (39) pro T = Ts a a(T n) = O určí integrační konstanta K1 =
= -qs -G1(Ts) a nakonec se z rov. (39) pro 11 

= 71

0 a a('l'a) = I vypočte hustota 
potřebného dodávaného tepelného toku qa = -K i - G3ťl'a), 

b) Zadaná hustota  tepeln ého toku qc; dodávaná do vr s tvy  kmene:
Nejprve se z rov. (39) pro T = Te; a a(Ta) = I určí integrační konstanta K1, dále 
se z rov. (44) a (39) pro T = Tn a a(Ts) = O tj. z rovnice 

-K1 -G1(Tn) = p. Qc;[(cSI + c.n'I'n) 'I'n-(Cs 1 + C82'l'p) '/'p] + {J(1'n -TA) (46)

vypočte povrchová teplota T B 

kde 
(47) 

bz = 4[pQc;(Cs1 + CszTp) 'l'p + /JTA =�-[{1] 

Qc;, Cs2(3p - 1) 

a nakonec se dosazením této hodnoty Ts do rov. (39) nebo (44) určí hustota tepelného 
toku qs , 

c) Zadaná teplota 1's povrchu v r stvy  kmene: Nejprve se z rov. (44) st,1-
noví hustota povrchového tepelného toku qs a potom stejným postupe:11 jako 
add a) veličiny K 1 a qa , 

Jelikož je analytická integrace rov. (41b) neúměrně složitá, byl pro stanovení 
rozložení teploty T(x) zvolen numerický postup řešení rov. (41a) diferenční metodou. 
Ph označení diskrétních hodnot teploty 'l'i = T(xi) v bodech Xi =i. L1, kde L1 je 
diferenční rozměrový krok osy x, je rozložení teploty ve vrstvě kmene dáno vztahy 

To= Ta, 
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(48) 

přičemž se hodnota posledního indexu n stanoví testováním každé vypočt0né hodnot,y 'I', vzhledem k předem za<fané (nebo vypočtené podle vztahů (45) nebo (47)) teplotě 'l's, tedy pro každé i z nerovnosti 'l'i < 'l'B ⇒ i < n. Tímto zpúsobem je zároveň stanovena tloušťka vrstvy knwne 
L = :l'n = n . Ll. (49) 

:Funkee G('/\) a },('I'i) v diforcni":ní rovnici (48) jsou dány diskrctizací r1nalytiekých výrazú (43) a materiálových funkcí (25), (26), a (28). CPlková doba fc tavení kmene 
Sf' vypočte numerickou integrací rov. (9) (lichobMníkovon metodou) podle vztahn 

lc = t� r��l _:_ _(_p + l)_-±-l;-2-: ir!_c_t '11�) 
+ ;tll JJ �s�(tí�·�2(� � 1)] . (50) 

Pr-i rlané vlhkosti w [%] wkl[ulaného kmene, výparném teple vody H(H2O) =
= 2,257. 106 ,T/kg a reakčně tra,nsformačním teple Hm [J/kg skla,] pro uvažované sklo se stanoví celkovií. spotřeba tepla Hna utavení 1 kg kmene podle vztahn 

. Hm w H = -7; - + 100 . H(H2O): [Hl = J/kg lrn1cn<'. (51) 
Přínos analytieko-numerického fošcní spofavá v tom, že pro zadaný odběr Qc a fyzikálně určenou teplotu rozhrnní Te lze pr-i volitelné okrajové podmínce určené zadáním hodnoty povrchové hustoty tepelného 1,olrn qs, nebo teploty na povrchu 'I' B, nebo hustoty dodávaného tepelnliho toku qc; stanovit zbývající okrajové veličiny, rozdělení teploty 'I' = 'l'(x), tloušťku L vrstvy a dohu tavení kmene ta. Pr-i zadává.ní okrajových podmínek je zvlášť eenná informace v pÍ'Ípadč add b), ktení matematickým zpúsobem (existence a hodnota řešení kvadn,ticM rovnice (46) vztahem (47)) vylučuje fyzikálně nepř·ípustné hodnoty qc;, tzn., že pr-i daném odběm Qc; nelze volit,libovolně velikost dodávané ln1stoty tepelného toku !TG, která je závislá na kinetice a energetické náročnosti procesu tavení kmene. Z tvaru kr-ivky vypočteného prúběhu rozložení teploty 'I' = 'I'(:i.:) je možné dále sondit na vhodnm;t velikostí viiech okrajových veličin (qB, 'I's, 'I'A, '/'p, qc;, Qc;). 

6. NUMl�RTCKI� Ř 1�:'.,EX[ M.ETO nou KONl�ČNÝCH
DTFI�RENCÍ 

Iteraění diforenčmí zpúsob fošcní modelové rovnice (17) poskytuje nejpfosnější výsledky, protože se pinč vyu'.f.ívá, všech materiálových funkcí, včetně proměnných hmotnostních tokú (20) a (21 ), avšak vzhledem k nutnosti volby porn.ěrně malé časoYé diference o je časově náročnější nei jiné zpúsoby fošení. Pro dosažení co nejlepší sta,bility výpočtll byly modelová rovnice (17) a okrajové podmínky (18) a (19) nejprve upraveny do nestacionárního tvaru s fiktivním časem -i: (tj. rozšífoním o a,kumulaění časový člen ec . 8T/8-i:). Potom byly převedeny do diferenčního tvaru a iterativně řešeny, phčemž je tento výpočet ukončen v okamiiku, kdy se teplotní pole v závislosti na fiktivním čase -i: nemění více než předem stanovená testovací hodnota e, tzn., že teplotní stav, kdy je pro všechna i splněna podmínka 
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(52) 
je považován za stacionární řešení rovnice (17). 

Při označení velikosti rozměrového kroku 1:l (dolní indexy i) a časového kroku o
(horní indexy k) a zanedbání členu (!uCu :;:'.; (!sCs hude diferenční tvar rov. (17) dán výrazem 

(17a) 
kde je 

ze kterého lze již snadno vyjádř-it teplotu 1J'f+ 1 jako funkci teploty Tf a materiálových veličin (20-28) z hladiny (1:, k). Okrajové podmínky (18) a (19) budou vyjádřeny 
diferenčními rovnicemi 

qr; = -?.f-'1'1 LIT� -1-- 11. f1C�1 (Tt+1 -T�), (18a)

k 'l'� -T;�-1 - > flk > /1 '" /1 -A„ ;J - pQr;(Csn'l,. -Csp'l F') + /J('l .. -'l A) +
+ aff [('1'�)4 -Til + __ Llg,rsn ('11;;+1 -T�), (19a) 

ze kterých se pro účely výpočtu op(it vyjádř'í teploty Tt+l a T;;+t. Jako počáteční 
rozdělení teploty T? je možno použít např'. výsledek analticko-numerického řešení 
(kap. 5). Dobu tavení kmene to lze v každé časové hladině vypočítat podle vztahu (50). 

Pro zan1čcní konvergence výpočtu je nutno volit diference ,1 a o tak, aby byla. splněna podmínka Rtahility, jež je vyjádfona nerovnoRtrni [13] 
(52) 

kde Pe je Pccletovo č·íRlo, které pro prakticky uvažoniné hodnoty materiálových 
veličin j8 , c8 ,?. a !:I � 4 em nepfosú,lme hodnotu 2. 

V 11veden6m zpÚRobu iteračního fošení byly voleny 2 okrajové podmínky ve formě 
bilance tepelných tokú s variabilními okrajovými teplotami 'l' o a TE , a proto je vý
sledné řešení značně pružné a pfono nedeterminující tloušťku vrstvy L. Tento přístup hy! volen proto, aby bylo možno proces tavení posourlit co nejobecněji, ovšem na
úkor časovó náročnosti výpočtú. Např. při optimalizaci tloušťky vrst,vy L je nutno pro
vádět celé iterační výpočty pro několik hodnot L volených na základě ostatních 
teehnologiekých parametrú. Výsledné řešení potom Yšak vychtí,zí z pfodem stanovené
ncmčitosti 6.Ta teploty rozhraní kmen-sklovina, což představuje fyzikálně reálnější 
pr-ístup, než pevná předurčenost teploty Ta , jež byla použita v kap. 5. pr-i analy
ticko-numeriekém zpúsobu řešení. 

Při nejobecnějším rozboru tavení vrstvy kmene je výhodné postupovat tak, že se nejprve provede analyticko-nurncrieký výpočet, který má funkci výchozího teplotního rozdělení pro práci s iteračním řešením. 
Silikáty č:. 3, 1982 213 
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. 7. STANOVENÍ ;\IATERIALOVÝCH FUNKCÍ 

Konkrétní tvary materiálových funkcí (20-28) byly stanoveny pro čistý kmen 
(bez střepú) pro běžnou bílou obalovou sklovinu o složení [hm.o/o]: 71,00 SiO2, 
8,85 CaO, 15,50 Na2O, 3,70 MgO, 0,95 Al2O3, 0,10 SO3. 

Měrné  teplo k on denzované fáze je v oblasti '1' � 606 K dáno podle vztahu 
(30) výrazem

Cs(T) = 0,580 CK('l') + 0,055 cvťI') + 0,138 cn(T) +
+ 0,227 CN(T) = 49'i + 1,16. T; [,J. kg-1 . 1(-1], (22a) 

kde teplotní prúběh měrných tepel poHfatých surovin křemene, vápence, dolomitu 
a sody je dán funkcemi CH(T), cv(T), cn(T), cNťI') pí·evzatými z [14] a v oblasti 
T > 606 K je aproximováno hodnotou 

C83 = 1200 J. kµ-1
. K-1, (22h) 

která odpovídá střednínrn měrnélllll teplu mčenénnt na základě kysličníkového 
složení pomocí vážené aditivní funkce podle Sharpa a Ginthera [23]. 

Měrné  teplo plynné fáze je v ohlast.i T > 420 K dáno tcplot,ním průběhem 
měrného tepla CO2 [14]: 

cg(T) = 1003 + 0,217' - l, 9�� 107 ; [,T. kg-1. 1(-1] (23a) 
a v oblasti T � 420 po dosazení cu,o(T), cc0,(T) a a(T) do vztahu (31) je vzhledem 
k nevýrazné teplotní závislosti aproximováno konstantou 

(23b) 
Hustota  tavícího se klllene byla z dúvodú neúměrné experimentální náročnosti 

apro:x:imivána lineárním vztahem (24) vycházejícím z okrajových hodnot 
e,(300 K)= 1243 kg

0 
ni-3 a es(l273 K)= 2172 kg . m-3: 

(2$(T) = 956 + 0,955 . T; [kg . m-3]. (24a) 
Tepelná  vodivost  ,W je velmi obtížně stanovitelná, protože kondenzovaná fáze 

se na počátku procesu skládá z několika látek s rúznými tepelnými vodivostmi, je
jichž hodnoty uváděné v dostupné literatuře nejsou jednotné, a navíc postihnout 
měnící se geometrickou strukturu tavícího se kmene je poměrně složitý problém. 
K váženému průměrování plné tepelné vodivosti As bylo použito literárních údajů 
pro tepelné vodivosti křemene, vápence [15], [16], [17], skla a skloviny, [18], [19], 
včetně zářivého příspěvku při vyšších teplotách. Tato plná tepelná vodivost, jež má 
exponenciální průběh,. byla vynásobena modelovou funkcí měnící se hutnosti y(T) 
kmene [l] a výsledný vztah (32). h>·l pro praktické účely aproximován jedinou expo
nenciální funkcí 

,'.l�f = 0,50 exp {0,00233. (T - 290)}; (25a) 
jejíž prúběh je znázorněn na obr. 2. 

Tepelná  vodivost  p lynné fáze je určena linearizací experimentálních hodnot 
J.c,o(T) z literárních pramenú [16] [17] a je dána vztahem 

..:lg(T) = -5,72. 10-4 + 6,756. 10-sT; (26a) 
214 Si!il,áty č. 3, 1982 
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Reakčně t ra nsformační teplo Hm bylo určeno na základě několika teoretic
kých [3, 4] i experimentálních [10], [20], [21], [22] údajů (tab. I), z nichž plyne prů
měrná hodnota 

H111 = 616.2 kJ/kg skla. 

G 

-.. 
"i':.:: 4
,;-E 

� 
-..._'-

� 

2 

o 

300 600 900 1200 
T(K) 

Obr. 2. Teplotn'Í prz",běh efckti'.vní tepelné vodivosti }.;r kmene pro bílé obalové sklo. 

Z údajů v tab. I je zř'ejmá značná obtížnost stanovení Hm , jelikož experimentální 
hodnoty se sice navzájem příliš neliší (max. o 15 %), teoretické hodnoty jsou téměř 
shodné, ale jsou o 23 % vyšší než prúměrná experimentální hodnota 572 kJ/kg skla. 

Tabulka I 

Reakčně transformační teplo Hm 

pro bílé obalové sklo 

Hm 
[kJ/kg] Pramen 

skla 

705 
., 

,) 

704 4 

565 10 
615 20 

58:! 21 
526 22 

Stupeú přeměny a byl stanoven na základě analogie procesů probíhajících 
v tělesovém bodě procházejícím vrstvou kmene a v malém množství kmene v Pt-ke
límku (navážka M80 = 2g) umístěném v pícce termogravimetru, přičemž množství 
plynu uniklé z úseku (x, L) vrstvy kmene jednotkovou plochou za jednotku času 
(tj. hmotnostní integrální zdroj Rg(:i:)) lze pl'ibližně ztotožnit s celkovým množstvím 
plynu, které vyprodukuje tělesový bod (jednotkovou plochou) během svého průchodu 
vrstvou od povrchu do téže hloubky y = L - x. Termogravimetrem se měří čssová. 
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závislost celkové uniklé hmoty plynu M0
(1) z navážky v Pt-kelímku hěhem mčitého 

režinm ohřevu 'I' = T(t), př'ieemž fa1s t odpovídá poloze :r podle transformačního 
vztahn (8). Čas ta je mčen dosažením konstantní hodnoty 111

0a = 111
0
(1) = konst. 

pro t � fa a stupcú pfoměny IX je dán svým definičním vztahem 

( Mo(O IX t) =-
M

--, 
ga 

ve kterém 8C pro účely dalšího zpracování provede transformace IX(t) ->- 1X('l') pomocí 
definované fnnkcc ohřevu T = T(t). Phtom bylo zjištěno, fo pro rozsah rychlostí 
ohfov11 0,04 až 0,10 K. 8-1 je prúhěh kf'ivky 1X(T) prakticky 8tcjný a teplota 11konč:<�ní 
procc811 je dána př'ibližně stejnou hodnoto11 Ta = 1273 K. 

Pr·i analytickém matematickém vyjádření funkcí 1X(T) a /(T)  1X'('l') bylo z hlediska. =

zpfoimění separace jednotlivých kinetických proce8Ú po;;tupováno tak, fo nejprve 
byla provedena n11merieká derivace experimentální kř'ivky 1X(T), na níž hylo pot,0111 
rozlišeno celkem 5 různých kind,ických proccsú, jejichž profily (poloha '1'1111, výška 
fmr , pološíHm b.Tr) byly proloženy funkce (33); jťjich so11čtem byl pak získán analy
tický tvar /(T) daný vztahem (27). Dílčí funkce (34) 8tupně pfoměny ilr('l') byly 
získány pfí1110 analytickou integraeí profilovýeh funkcí (33) a velikosti intervalú 6.1Xz 
byly stanoveny několikernn iterací na experimentálních kl'-ivkách 1X('l') a 1X'(T). 
Výsledný tTar ana,lytiekých fonkcí (27) a (28) spolu s experimentálními body dvou 
TG rněfoní je na ohr. 3 a hodnoty konstant 'I'mr, /111 r, 6.'I'r, 6.1X1 jsou Uvťdťny v tab. 
TI. 

1,0 qo20 

cc(T) <XYp (K J 
0,8 Cj01G 

0,6 qo12 

0,4 qooa 

0,2 
9004 

o o 
300 500 700 roo 

T(KJ 
1100 1300 

Obr. 8. Prť,běhfunkcí a(T) af(:l.') určený z :l.'O měření při rychlosti ohřevu 0,04 a 0,08 J{. s-1 (ld'ížky 
a tečkami jsou označeny experimentálni. hodnoty a plnou čarou proložené funkce). 

Nakonec lze z TG měfoní stanovit teoretickou hodnotu faktoru p ve vztahu (29), 
a to za předpokladu, fo celkový poměmý hmotnostní úhytek navážky kmene v ke
límku po skončení TG měfoní se rovná porněrnénrn stacioná.mímu hmotnostnínm 
úniku plym'.l z vrstvy kmene, tedy z rovnice 

ze které pro p plyne vztah 
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111atematicleý model tavení kmene v elektriclcých pecích II 

Tabulka II 

Parnmctry funkcí ať!') aj('l') 

Kine-
tický ÍmI 1\nJ l:!.'1'1 l:!.a1 
proces [K-I] [K] [K] 

I 

1 0,00191 370,0 27,3 0,065 
2 0,00025 55i,7 35,0 0,012 
3 0,0020 869,2 60,0 Q,167 
4 0,0025 1075,0 80,0 0,314 
fi 0,0l:!7 1146,0 25,0 0,442 

(53) 

Konkrétně byl pr-i navážce Mso == 2 g naměfon úbytek MgG = 0,404 g tedy p = 1.2:3 

8. KONKRÉTNÍ VÝPOČTY ROZLOŽENÍ TEPLOTY
VE VRSTVI';; KMENE 

Výpočet rozložení teploty 'l'(:ri) podle rovnic (48) a (17a), (18a), (19a) byl realizován 
na stolním kalkulátoru Hcwlett Packard D810A s využitím kreslícího zařízení a pří
davné kazetové paměti. 

Pro modelové výpol;ty bylo zYolcno tavení výše uvedeného kmene pro bílou 
obalovou sklovinu v clektriek6 peci o výkonu 30t/24 h se zakládací plochou 16,94 m2

, 

přil;emž se jako neměnné zachovávaly tyto parametry tavení: kinetika tavení daná 
rovnicemi (27) a (28) s konstantami uvedenými v tab. II., prúběhy mprných tepel 
(22a), (22b), (23a), (23b), hustoty (24a), tepelných vodivostí (25a), (26a), teplota, 
'l'p = :30 °C zakládaného kmene, efektivní koeficinnt pfostupu tepla f3 = IO \V. K-1 

• 

. m-2, faktor zakládání p = 1,15 a rozměrový krok .d = 0,3 cm. 

1000 
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o 2 4 6 8 10 
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Obr. 4. Rozložení teploty ve vrstvě kmene vypočtené metodou konečných diferencí (plná čára) a analy
t-icko-nuniericlcým. způsobe m (křížky). 
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P. Schill:

Nejprve byly provedeny porovnávací výpočty rozdělení teploty ve vrstvě kmene, 
a to analyticko-numerickým zpúsobem a metodou konečných diferencí (b = 1,5 s, 
L1 = 0,3 cm, s = 0,0025 °C). Z průběhu vypočtených křivek na obr. 4 (výpočet ozn. 
a, b v tab. III) je zřejmé, že rozdělení teploty získané pomocí obou metod je prakticky 
shodné (liší se průměrně o 1 %, v několika málo bodech maximálně o 5 %), a, proto 
byla pro praktické aplikace dále používána rychlejší analyticko-numerická. metoda. 
výpočtu. 

Pro ilustraci praktické práce s modelem byl sledován vliv změn veličin Qn (spolu 
se stejnou změnou QG = QB/P), qG a H1n na průběh rozdělení teploty ve vrstvě kmene 

'I.'abulka III 

Parametry modelových výpočtů tavení kmene 

Vstupní a výstupní 
Označení modelového výpočtu 

-
veličiny I i i I 

I ' 
I 1 2 :i 4 I 

5 
l
i 

(i 
I 7 i 8 a I 

I I I I 

I l IOdběr i 
[kg. s-1 • m-2] Qc 0,0222 0,0222 0,02051 0,0246 0,0164 0,02081 0,0202 0,0205 0,0205 0,0205 

' 

Vlhkost 
[% vody] w 4,0 4,0 9 ---,O 2,,5 2,5 2,5 2,5 2,5 2,5 2,5 
Spotřeba tepla 
[kJ/kg skla]: 

Odpaření I 

vody Hw 108,3 108,3 64,9 64,9 64,9 64,9 64,9 64,9 64,9 64,9 
Tavení 
kmene Hm 616,0 616,0 616,0 l 616,o 616,0 616,0 616,0 616,0 616,0 616,0 

Měrné tepelné 
I 
I 

toky I l 
[kW. m-2J 

I I Rozhraní I 

kmen- I 

sklovina I 45,00 45,01 41,22 41,22 40,81 qc; 49,4:l 33,02 41,22 42,05 42,87 
Ztráty i i 
z povrchu 1,681 I 

kmene q[J 1,06 0,99 1,:rn 1 0,42 2,78 3,18 4,69 0,93 
Okrajové 
teploty [°C]: 

I 

Rozhraní 
kmen-
sklovina Te 1000 987,2 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 
Povrch 
vrstvy 
kmene Te :38,6 55,9 80,0 80,0 80,0 43,3 107,0 115,7 149,9 61,5 
Zakládaný 
kmen TF 27,0 27 30 30 30 30 30 30 30 30 
Okolí nad 
kmenem TA 50,0 50 60 60 60 40 60 60 60 60 

Doba tavení 
kmene [min] tc 115 115 131 91 202 156 124 116 107 143 
Tloušťka 
vrstvy kmene 

I 
[cm] L 10,5 10,5 10,5 8,7 12,9 13,5 9,6 9,0 8,1 11,7 
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j.liatematický ·model taťen-í km�ne v elektric/;ých pecích II 

vzhledem ke zvolenému základnímu stavu, jež má označení 1 v tab. III. a na obráz
cích 5, 6. 

Změna zakládání Q8 (o ±20 %), doprov{1zcná stejnou změnou odběru Qc, při 
zachování konstantní povrchové teploty '1.'8 = 80 °C si vynutí procentově stejnou 
změnu dodávaného měrného tepelného toku qc (o ±20 %), jež vyvolá poněkud men-1H 
změnu ztrát qs (o ±17 %) z povrchu vrstvy, opačnou nesymct.rickou změnu tloušťky 
vrstvy L (o -17 % a +23 %) a doby tavení tc (o -31 % a +54 %), viz výpočty 
č. 2, 3 v tah. III a na obr. 5. Naproti tomu velmi malá změna Qs (o ±1,5 %) při za
chování konstantního měrného tepelného toku qc (což odpovídá stálosti elektrického 
p:r-íkonu elektrod) vyvolá již značné nesymetrické změny tloušťky vrstvy L (o +29 % 
a -9 %), doby tavení kmene (o +19 % a -5 %) a opačné změny povrchové teploty 
(o -46 % a +34 %) a ztrát z povrchu kmene qs (o -75 % a +65 %), jak plyne
z výpočtů č. 4, 5 v tab. III a na obr. 5. 7, těchto výpočtú je zřejmá možnost snadného
vzniku protavú zpúsobených nepatrnými změnami, popřípadě i nehomogenitou zaklá
<lání kmene.

t (°C) 
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Obr. ;:i. Vliv změn zaklríclcíní (J B na rozloženi teploty ve vrstvě kmene ( Vysvětliuky lce lcřivlcám ó. 1, 2, 3, 
4, 5 v tab. III.). 

Malá změna dodávaného měrného tepelného toku qc (o +2 %, +4 %, -1 %), 
odpovídající změně elektrického příkonu elektrod, při zachování konstantních hodnot 
všech ostatních veličin vyvolá značnou změnu povrchové teploty '1.'8 (o +45 %, 
+87 %, -23 %), ztrát q8 z povrchu vrstvy (o +89 %, +180 %, -45 %) a opačnou
změnu tloušťky vrstvy L (o -14%, -23%, +ll %) a doby tavení kmene tc
(o -12 %, -18 %, +9 %), jak plyne z výpočtů 6, 7, 8 v tab. III a na obr. 6. Zde je
opět zřejmý snadný vznik protavů vrstvy kmene pl'.'i nepatrném zvýšení příkonu
pece.

V některých pl'Ípadech lze k rozboru tavení kmene použít přímo analytických 
vztahů (44), (45), (47), (39) a (43) okrajových podmínek. Tímto zpúsobem byl mode
lově sledován vliv variabilnosti reakčně transformačního tepla Hni na potřebné změny 
dodávaného tepelného toku qc. Při stálosti všech ostatních veličin a pro konstantní 
povrchovou teplotu T B = 80 °0 byla postupem add c) kap. 5 a s využitím vztahu ( 51) 
pro výpočet celkové měrné spotřeby tepla H st,inovena závislost qc na Hm , pro niž 
vychází lineární vztah 
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P. Schill:

qa = 29,42 + 1,916. 10-2 • H,n; [qa] = kW/m2
; 

[Ilm] = kJ/kg skla, (54} 

přic':emž ztráty z povrdrn kmene zachovávají konstantní hodnot,u qB = 1,68 kW/m2• 

Z této rovnice (54) plyne např. potřebná změna dodávané energie (vyjádřená pomoci 
hodnot qa) o ±5,7% při změně reakěně t.ransfonnaěního tepla Hm o ±20%, jež 
odpovídá možné nepřesnosti pr-i jeho stanovení, viz tah. I. 
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Obr. 6. Vliv změn dodávaného měrného tepel'llého toku qG na rozloženi teploty ve vrstvě kmene ( Vysvět
Uvky ke křivkám č. 1, 6, 7, 8 v tab. III.). 

Pro sledování průběhu tavení kmene v elektrických pecích byl vytvořen matema
tický stacionární model zahrnující proměnné materiálové nili1':iny a kinetiku tavení 
Pro jeho používání byly odvozeny dvě matcnmtické metody výpo1':tll, jimiž lze při 
volených okrajových podmínkách stanovit rozdělení teplot,y ve vrstvě, tloušťku 
vrstvy a dobu vertikálního tavení kmene. Pro konkrétní výpočty je však nutno vždy 
provést TG měření příslušných kmenů a jeho zpracováním stanovit, teplotní průběh 
stupně pfoměny rx(T) a derivační funkce rx'(T). 

V kap. 8 bylo provedeno několik aplikauních výpočtú t11wní kmene pro bílé oba
lové sklo v 30ti tunové elektrické vertikální peci. :Modelově byly stanoveny některé 
příčiny vzniku protavú, jež mohou vznikat nepatrným snížením (cca o 2 %) zakládání, 
nebo zvýšením (cca o 5 %) příkonu pece. Dále bylo zjištěno, že variabilnost reakfoě 
transformačního tepla Il,n má poměrně malý vliv na pni běh tavení kmene, např. pr-i 
změně 11111 o ±10 % plyne ze vztahu (54) p!'Í požadavku zachování konstantní po
vrchové teploty 'l'n nutná změna příkonu o 2,8 %, Ka obrázcích 5 a 6 json přehledně 
ilustrovány zrněny průběhú rozd(ilení teploty a t.lonšťky vrstvy L v závislosti na 
změnách zakládání a příkonu pece. 

Uvedený model je také možno využívat, ke stanovení změn prúběhu tavení kmene 
vyvolaných rúznými technologickými zásahy, nebo změnami okrajových podmínek. 
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Matematický model taven'Í kniene v elel;trických pecfch II 
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B ,) :1 E h'. TP li LI EC l{ H X rI E LIA X 

q acTI, I I. f'ClllCllllC M0�\C:II,llh!X ypaBI!CHllii 

IICT]l lU IIJ[;[ 

.l'ocyéJapcmue11.11Mit 11ay,uw-111,c,ieéJoeame,1.b<'J,·uii 111Icmwnym cnleh'.!UL, l'paéJe11 Hpam>ee 

Pa:ipaÓOTaJll,1 ;.1,na MaTCMaTll'ICC!WX �ICT0;(U (amtJlllTIIIW-'!llť)lCHHI,di ll 'lllCT0 'llIC.'!Clllli,IÍÍ 
�lCT0)\mi JWHC'llll,IX pa:moncii) 110 pe111c111110 �IO;\CJ!I,H0J'O ypaBJICIU!H (t 7), Bb!BC�\(HIH0!'O 
n 1-oií 'JaCTII CT,ťfbll. J\a:11,111c ;1:rn 111Hxn,1 ;1:1a óe,rnií wpnoii cTe1arn�rncc1,1 0II11cano :mnrepu
�j()JJTa:11,uoe 011pe;1e;ICl!I1() BťCX MaTep11a:11,1u,1x cpy1m1.1ni1 (20-28), m,:II0'HIH napa�!O'!'pr,1 
(Taó;rnl(a Il) no m,l'lllt'.:ICumo 1rnueTmm 11:1amw, T. c. ll>ynm,11ii a(T) 11 f(T). Ta" 1rn1, pc1uemre 
MCT0)\0M JWIIO'llll,IX pa:moncii e cJH!l,TllBIII,[M Bj>C),ICH0�l r HO ypaBHCIIHHM ( 17 a), ( 18a), ( 19a) 
TpcóyoT óo;11,111oii :iaTpaTl,I npc�reHl! H Í)l,l;I() Y<"l'all0!l:ICII0 (p11e. 4, llI,l'IllC,TiellJie, OÓ03Wl'l0HHOC 
a, b ll Taó:1111,0 l] J) X0JJ0lllCC comrn;\CIIJIC C a1mp0!,CIIMHpy1011t11M aHaJJJl'l'llh'.0-'ll!C,'ICHlll,JM 
,J()T0;\0�l pclllOHIIH 110 ypaBIICH!ll0 (48) e rpa1Il1'Illh[�fl[ yc,IOBllHMII (44-4 7), HIJIIMCHH:Ill :(JIH 
IIIJIIMCl!CHHl,IX lll,l'lllť:ICI!IIÍÍ ;1a:11,111c aua:JllTll[W-'IIIC:IOH!ll,!ÍÍ MOTO;\. 

C l!0M0ll\1,10 II[llD!CHCIIII!,JX lll,l'IllC:101111ii xo;1a 11:ramw ym1:iam10ii IlIHXT!,! B :J,TJCI,Tjlll'!OCJWÍÍ 
1!0'111 napO'IHOÍÍ ťl!Ol' OÚIIOťThl(} B 30 t ÍJJ,IJ!II 011pc;1c.nom,1 11:lMCHOIIIIH T0Jil!(IIHI,! L-CJIOH IIIHXTLI, 
Bfl0M8llll l[;JHBJ,11 Ir: li cm1ómcmrnro y;1c:11,IJ0ť0 TCll,'IOBOJ'0 II0T0!W qa B 3aBHCJIM0CTII 0T 
.\10;\C:JbH0 lll,l:JBH!llll,IX u;mcHCHIIÍÍ :iarpy:irrn Q 11, ť m16mc1moii IIOTpeÓJIHOMOÍÍ �10ll\110C'Tll qG 
I! ncpCMCIIH0t:'!'11 T0II:IOTl,I pca!,l(l!ÍÍ li 11pcnpall[CHIIÍÍ ff m, C�!. jlllC. S, (i li Bl,l'JHC:l0HHH, OÓ03Ha
'1Cl!Hb!C 1--8 B TaÓ,!111\C lll. C II0�[Oll\1,10 .\10;\c:m Ú1,1:lll onpc/.\CJ!Clll,1 I,IJlITJl'j()(•mIC J!:JMCl!CHIIH 
:rnq:iy:i1rn QB (Ha-· 2 %) 11 nraómemroii noTpoó:rHc.\roii �!OII\H0CTII qa (ua + 5 %) wrn oópa3o
Bamrn np0Biljl0B upu coxpauCHllll II0CT0HHlll,IX !JC,'lll'IIIH BCCX i\PYI'llX TCXH0:I0ťll'!OCWIX napa
MOTJJ0B. Hai,OIICI\ C 110M0ll{!,!O �m;1cm1 )'LOTilll0Bll,lll 0Tl!0l'.l!TCJ[l,}10 11c60:1J,IIIOC IJjll[f!IIl!C nopc
l\!Clll]0CTI! TJlY!lH0 onpc;1c:11nrnii Tcn:rnn,r 11 m Ha xo;.\ n.,ranwr 11111xT1,1 ll onpo)le:rona :ian11c11-
:-.mcT1, (54) uymuoii UOTJJCÚ:IHC�!OÍÍ M0ll{!I0C'l'II 1/G 0T B0,'lll'IllIII,l Hm JPH y1,a:ia11uoii IIIJIXTh[ 
li IIO'lll 11p11 TjlCÓOBillIIIII l"I'ilÓH:ILIIOCTI! TCM11epaTyp1,1 II0BCIJXII0CTII IllllXTJ,[ T B = 80 C.

ll:l y1;a:ia11110ii aamlť 11.\IOCTII BJ,IT0I,aCT Wlllp. 11 :J�j()JICllllC qc: T0.1lh!W Ha ::l: 2,8 % upil 113MCIIC
llllll Jím na ::l: JO %-

1'11c. :!. 

Puc. 3. 

Puc, 4. 

Puc. 5. 

Puc. 6. 

lloueéJenue n1e.1t11epa/)/yp11oi1 ,111e11cu,1wcnw :1rfir/ie1;m111:11oú me1uw11poeoéJ11ocmu },� r 

UlUXlnU ŮilH, ,napll0?,0 óe.,ivzu CIHC/i'.:Ul. 
JloueéJe11ue if,y111;1fllll a(T) 1/. /(1'), 011peéJeJ/C/l//-O/J ll.1 /)/Cj>,ltO<!JHW/1.\lClll]Jll'lCC/,UX ll3.1tepe
ll-1lii IIJJll CHOJJOC/)/ll /{(12peea U,01 li 0,08 lť . s·-I (1;pecm u,;u li ll!JlllmU,1 OÓ0,1/{{l'ta/Oln 
01;c11ep11.I/CJ/l)l{l./b/il,lC OCllll/.1,lC U Cli.IO/li/Ul.'/ J.'J)llU/1.'l annpoi;cU.llllJ)!JIOllflle if!.lJilh'.lfllll), 
Pac11peue-'w1111e nw.I111epa/)/yp1,I ><epei! c.wii 111.u:i:nu,1, ewmcJ1,e11.Hoe ,1iemoéJo .. I1 i;o1te,ui1,I.x 
pa:111ocmeú (cn.1ow1uw 1;p1w11.'I) l/. a1Ia,I.Iun1uwc1.a-,wcJ1en1lb1.11 .• 1iemoéJo.11 (1,pecmui;u). 
B,uui11ue ll:J.111'//ťllllÚ ;//1,!f!!J.3},'ll Q11 I/(/ j>W'npú)eJte//l/.C me,I1nepamypo1 'ICJ>C3 CJIO(Í W.UXlnbl 
(oóo,qc11e1rne i; 1;pIwI,I.II uVJ J, :2, 3, 4, iÍ e nu1ú„11u1e i I J.). 
n„1.ll.'l/(/lC l{;J,1/1'1{.C}(Uli C/{/IÚJICCHI/Oi!O )JOl'i/1,//080 /llC/[Jl06020 //0/)1,()J.'{l qa J({l pacnpeoe,ieHUC 
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i\IATHE:\IATICAL :\fODEL OF BATCH ivIELTING IN 
ALL-ELECTRIC FURNACES, PART II. SOLUTION OF 

MODEL EQUATIONS 

Potr Schill 

State Olr1ss Research I11stt'.lute, Hradec Králové 

Two mathcrnat-ical mothods (analytic-numerical and purely numerical by finite clifforences 
methocl) for the solution of the model cquation ( 17) derivefl in thc 1st part of this pa per are worked 
out. Further on, an cxperimental cletermination oť all material functions (20-28) inclucling the 
paramctors (tab. II) for thc kinotic molting calculation, i.o, of tho functions a('ť) anclf(T) for the 
batch for white containor g!ass melt is clcscribccl. As the solution by the finite differences method 
with the fictive timo r, accorcling to the equations (17a). (18a), (19a), is time consuming ancl as 
a goocl agreement (fig, 4, c,ilculation notccl a, b in tab. III) with the solution of approximative 
analytic-numerical methocl, accorcling to the equation (48) with boundary conditions (44-47), 
was found, the analytie-numerical method for the application calculations was boing used on. 
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P. Schill:

By means of application calculations of thc mclting bd1a,•iour of the given batch in an all
clectric furnace of 30-t output the changes in thickncss of the L batch layer, in the mclt,ing time ta 

and in tho suppliecl specifie heat flux qa in dependence on the model inclnced charging changes Q8 , 
on tho snpplied inpnt qa and on the variability of the react,ion-conversion heat Hm werc clotermined; 
see fig. 5, 6 and the calculat,ions notecl 1-8 in tab. III. By means of a model the critical changes 
o f the charging Qn (by -2 % ) and of the suppliecl inpnt qc; (by + 5 % ), inducing t-he batch-free
melt, while holding the constant values of all other technological parumeters, were <letermined. 

Finally, by means of a model a relative small influence of t.he variability oft.he difficult cletermin
able reation-conversion heat Hm on the batch melting belmviour was found out ancl thc depedance 
(54) of tho neeclecl input qa on tho a.mount, oť Hm for the givcn batch and furnace, while requiring 
t.he constant surfoce temperaturo of the ba tch T B = 80 °C, was determined. The given relation 
resnltod for instance in the change of qc; by only ± 2,8 % if Hm was changcd by ± l O %-

Ji'ig. 2. Temperature dependence oj effec.ti:vc thermal co11d11ctivity i.�.- oj /.hc batch Jor white container 
qlass. 

Fig. 3. l"unctions c,:('l') and j('l') clim:ved from '!'O ·mecwurements perjonned ut the heating rate oj 
0,04 and 0,08 K. s-' (crosses r111d dots dcsig11ute thc c�•perhnental values and full lines the 
jitted fu.nctions). 

Ji'ig. 4. Temperature dist-ribut·ions ·in thťbatch layer C((/culated by means of the methorl o.f finite difje
rences (/11/l line) and with t.Jw a,wlytic-numcržcal methorl (cro,%e8). 

Ji'ig. 5. Influence oj clwnges oj the Jilliny Qn upon temperature clistributioú. in the britch layer (curves 
designated by No. 1, 2, .3, 1, 5, see 'l'able III.). 

Ji'ig. 6. Influence oj changes oj tlrn suppl-i'.ecl heatflux qr; UJJOn the te.rnperat.11re clistribution 1:n the batch 
la.yer (curves c/esignated by No. 1, G, 7, 8, sec 'l'able III.). 
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