
Silikaty 29, s. 111-124 (1985) 

VYPOCET TEPLOTNf XAPJATOSTI KERAMICKYCH TELES I 

MILAN SvARc*, YvoNA MAZACOVA**, VLADIMfR HANYKYR** 

*Stcitni v1jzkumn(1 u.stav pro stavbu .,troju, Blr:hovice, 190 00 Praha 9
** Vy.sokri lfkola chemicko-technologickr1, Suchbcitarova 5 

166 28 Praha 6 

Doslo 13. 9. 1984 

V clcinku je metodou termoelastickeho potencilllu posuvu ukcizcino od
vozeni vztahu pro slozky teplotni napjatosti rotacniho valce s teplotnim profilem 
tvaru paraboly druheho stupnl. Ackoli jsou vztahy (25), (26) a (.32) uvcidene 
napf. v [1] odvozeny pro homogenni material, maji prakticky vyznam pro 
orientacni vypocet teplotni napjatosti pfi vypalu teles i z matericilu, jehoz 
parametry jsou teplotnl zcivisle, viz keramicky material. Zvlcistni pozornost 
je v prrfoi venovcina zpusobum popisu volne teplotni rlR-formace s durazem na 
neliner,rni oblast dilatacniho chovcini matericilu. 

UVOD 

Pfj vypalu vznika v keramickem telese napjatost vyvolana gradientem teplotniho 
pole, ktery zavisi na slozeni materialu, rozmerech telesa a rychlosti vypalu. Pfekro
ci-li napeti vznikajici ve vypalovanem telese okamzitou pevnost materialu, casto 
ovlivnenou poruchovymi faktory iniciovanymi ve vyrobku jiz v prubehu pfedchozich 
technologickych operaci, dojde k mechanickemu poskozeni materialu. 

Nastavovani vypalovacich rezimu a jejich rizeni V praxi vsak stale zustava do 
znacne miry empirickou zalezitosti, nebot chovani keramickeho materialu a reakcc 
probihajici pri vypalu nelze V zadnem pripade povazovat za jednoduche. 

S ohledem na zavaznost ekonomickych ztrat, ktere mohou v prubehu vypalovaciho 
procesu vznikat, venuje se v posledni dobe znacna pozornost matematickemu mo
delovani procesu pri vypalu keramiky. Dilcim usekem tohoto ukolu je reseni teplotni 
napjatosti v keramickem valcovem telese, ktere mi1ze slouzit jako dobra pfedloha 
rotacne symetrickych vyrobk1i zhotovovanych v praxi, napr. vysokonapefovych 
plnojadrovych izolatoru. 

METODY VYPOCTU TEPLOTNf NAPJATOSTI 

Teplotni napjatosti telei,a rozumime stav napjatosti, ktery v telese existuje vy
hradne nasledkem prilozeni teplotniho pole, obecne promenneho V prostoru i case. 
Tato teplotni napjatost vznika v kazdem mechanickem systemu, ve kterem je na
sledkem vzajemne vazby jeho casti zabraneno jejich volne deformaci vyplyvajici 
z teplotni dilatace. 

Pro vypocty, se kterymi se setkavame v technicke praxi, je vhodne oddelene 
uvazovat tri druhy omezeni volneho pretvofeni systemu: 

a) Vnitrne staticky urcity mechanicky system (soustava teles), jehoz volna teplotni
deformace je omezena vnejsi statickou neurcitosti (staticka neurcitost vyplyvajici 
z ulozeni) - obr. la. 

b) Uvazovany system se sklada z konecneho poctu n prvku, jejichz pfetvofeni
jsou vzajemne vazana konecnym poctem m geometrickych deformacnich vyminek 
(v uvazovanem linearnim usporadani m � 2n - 3). Jednoduchym reprezentantem 
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techto m-krat vnitfne staticky neurcitych systemu je napr. soustava znazornena na 
obr. lb. 

c) Systemem je teleso, jehoz pretvoreni je V kazdem bode vazano splnenim pod
minek kompatibility deformaci, a muzeme je tudiz pro tyto ucely povazovat za 
nelrnnecnekrat vnitfne staticky neurcity system, viz obr. le. 

a/ 
OC, E, T 

-: ·-·-·---•-·-· ,-

I= /
0 

= konst. 

cJ 

Obr. 1. Pfiklady tfi druhu omezeni volneho pfetvofeni systemu; 

a) vnitfnl staticky urcity system, teplotni napjatost Ut = -Ea. l!J.T vznika v dusledku staticky
neurciteho ulozeni, b) jedenkrat vnitfnl staticky neurcity system, c) nekonecnlkrat vnitfnl staticky

neurcity system, jehoz pfetvofeni je vazano podminkami kompatibility deformaci. 

Zatimco v prvych dvou pripadech neni obvykle vypocet spojen s prilisnymi ob
tizemi, je analyticke reseni pole teplotni napjatosti teles vzdy znacne komplikovane. 

Teoreticka mechanika kontinua umoziiuje v kazdem pripade formulovat mate
maticky model vzajemne souvislo!'ti mezi prostorovym skalarnim teplotnim polem 
existujicim v telese a prostorovym polem tenzoru II. radu napjatosti a deformace, 
ktere toto teplotni pole vyvolava. Ta.to zavislost je V obecnem pripade tvorena. sou
stavou 16 simultannich parcialnich diferencialnich rovnic. Reseni teto sousta.vy 
V uzavrenem tvaru je znamo pouze pro nektera telesa (rotacni ci stredova soumernost, 
desky, nosniky) pri predpokladu homogenity materialu, a to navic jenom v pfipa.de 
jednoduchych teplotnich poli. 

V pripade komplikovanejsiho tvaru telesa, podstatne nehomogenity materialovych 
vlastnosti (vyvolane napr. jejich vyraznou teplotni zavislosti) anebo slozitejsiho 
teplotnfho pole je tudiz problemy skupiny c) mozno verohodne resit pouze aplika.ci 
numerickych metod. Analyticke metody vsak presto pro svoji jednoduchost a snadne 
pouziti nadale zustavaji nenahraditelnou metodou orientacniho vypoctu kvalita.tiv
niho charakteru. S prihlednutim k temto skutecnostem je tento clanek venovan ob
jasneni postupu a.nalytickeho vypoctu teplotni napjatosti homogenniho rotacniho 
valce s teplotnim profilem tvaru paraboly druheho stupne. 
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V ypocet teplotni napjato8ti keramickych teles 

l'OPIS VOLNE TEPLOTNf DEFORMACE 

Vzhledem k tomu, ze teplotni napjatost je v kazdem pripade d11sledkem nesouladu 
mezi volnou teplotni deformaci systemu (tj. deformaci systemu s uvolnenymi staticky 
neurcitymi omezenimi) a skutecnym stavem deformace systemu, je nezbytne vhod
nym zp11sobem defi11ovat metodu vypoctu volne teplotni deformace systemu. Teplotni 
delkove zmeny realnych materiahi mohou byt V pozorovanem teplotnim rozsahu 
vyrazne nelinearni (obr. 2) a pro jejich popis je v zasade mozno pouzit nasledujicich 
postup11: 

0 200 400 600 800 1000 t 

·c

Obr. 2. Charakteristicky prublh delkovych zmen keramickeho materialu se zvysenym obsahem 
Al2O, v zavislosti na teplote vypalit. 

a) Experimentalne zjistenymi hodnotami relativnich delkovych zmen vzorku
se prolozi empiricka zavislost dana napr. polynomem n-teho stupne tvaru 

(1) 

kde koeficienty an se urci napi·. minimalizaci kvadraticke odchylky experimentalnich 
bodu od funkcnich hod not ( 1 ). Pro mensi teplotni gradienty a delkove zmeny obvykle 
postaci uvazovat pouze linearni cast, ve ktere je potom obvykle CC1 = CC nazyvat 
soucinitelem delkove teplotni roztaznosti. 

b) Pouzije se kvazilinearniho vztahu
D..l(D..T) 

= ccD..T, 
lo 

ve kterem jc soucinitel delkove teplotni roztaznosti funkci teploty 
D..l(D..7') cc = cc(D..1') = 
-Tot:.-1' - '

(2) 

jejiz prubeh je dan napr. tabelaci empirickych hodnot podle obr. 3. Vzhledem k tomu, 
ze veskere vypocty termopruznosti pro homogenni materialy pracuji s okam.zitou 
hodnotou volne teplotni deformace danou linearni casti (1), je po formalni strance 
vhodne pouzit v pripade nehomogenity materialu analogickeho vyrazu (2). 
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t. r,
Obr. 3. Zpusob vypoctu volne teplotni deformace s pouzitim teplotne zavisleho soucinitele delkove 

roztaznosti vyhodnoceneho z kfivky delkovych zmen materialu podle vztahu (2). 

c) Pro vypocet okamzite hodnoty volne teplotni deformace se vyuzije diferencialniho vyrazu 
(4) 

ze ktereho pro zmenu volne teplotni deformace pfi pfechodu systemu ze stavu /:1'1'1 do stavu !:lT2 vyplyva vztah 
!:ll(!:lT2) = !:ll(!:lT1) + {3. (!:lT2 - !:lT1), (5)

kde soucinitel {3 (obr. 4) je dan derivaci

.11 /t,T) 

{3(1:lT) = _a_ [ !:ll(!:lT)] o!:lT lo 

.

f3 I ,1 T J = tg 6 

- t.1(<1TJ =t(tJTJ 
1. 

Obr. 4. Zpusob vypoctu volne teplotni deformace podle rovnice (5). 

(6)

Funkcni zavislost (6) je empirickeho cha�akteru a jeji prubeh je dan numerickouderivaci experimentalne zjistene kfivky !:ll = !:ll(!:lT) konkretniho materialu. Pouzititeto metody s sebou nese nevyhody v podobe relativne pracneho zjisfovaniteplotni zavislosti {3 = {J(T) a v oblasti zmeny charakteru dilatacniho chovani materialu i omezeni pouzitelne velikosti teplotni zmeny mezi po sobe nasledujh1mi
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V ypocet teplotni napjatosti keramickych teles 

kroky vypoctu. Tyto nevyhody nejsou v-yvazeny zadnym prinosem, a proto se me
tody c), pokud je autorum znamo, pro vypocty nepouziva. 

Je vsak samozrejme, ze stav napjatosti V telese je zcela nezavisly na zpusobu, 
jakym je volna teplotni deformace popsana, a vypocty dusledne vyuzivajici libovolne 
z uvedenych metod a)-c) jsou tudiz naprosto ekvivalentni. Vzhledem k urcite 
nejednotnosti, ktera v tomto smeru v oblasti pevnostnich vypoctu keramiky panuje, 
se jevi jako vhodne na tomto miste konstatovat, ze jakakoliv zamena mezi defi.nicemi 
zpusobu popisu volne teplotni deformace vede k nespravne predstave o skutecnem 
stavu napjatosti systemu. Snadno se o tom lze presvedcit z nasledujiciho trivialniho 
prikladu. 

Uvazujme rovnomerne prohfivane teleso (vnitfni teplotni napeti je V tomto pfipade 
mozno pro d � I zanedbat) ulozene podle obr. 5 a predpokladejme, ze dilatacni 
chovani materialu se r:idi grafem na obr. 6. Pro vypocet teplotni napjatosti v telese 

A B 
B 

a} b) 

Obr. 5. Pfiklad vzniku osove teplotni napjatosti ve staticky neurcite ulozenem nosniku; 
a) ulozeni nosniku, b) deformacni vyminka.

1Jt{/JT2I 
--,-0-

.:1 � = 21J r1
IJ T 

Obr. 6. Schematicky pfiklad nelinetirniho dilatacniho chovtini materialu a vyjadfeni jeho volne 
teplotni deformace. 

uvolnime staticky neurcitou vazbu napf. v bode Ba jeji ucinek nahradime rovno
merne rozlozenym axialnim napetim <1. Vzhledem k restrikci osove deformace plati 
deformacni vyminka mezi prodlouzenim tyce od teploty a osove sily 

Jl[T + Jlza = 0.

Vyraz pro delkovou deformaci od osove sily vyplyva z Hookova zakona ve tvaru 
Jlza = <1lo/E (kladne hodnoty napeti odpovidaji tahovemu namahani). Dosazenim do 
deformacni vyminky se pro zavislost teplotni napjatosti na volne teplotni deformaci 
ziska jednoduchy vyraz 
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(7) 

ktery je rnozno pro linearni ohlast dilatacniho chovani rnaterialu pfepsat ve znamern 
tvaru 

er= -Ea!::..T, (8) 

kde !::..T = T - To je teplotni rozdil vuci pocatecnimu rovnovaznemu stavu. Re
ferencni teplotu T0 polozfme rovnu 273,15 K. 

Zajima-li nas stav napjatosti telesa v nelinearni oblasti dilatacniho chovani ma
terialu (napr. pri teplote T2), je V tomto pripade spravne dosazeni zcela evidentni 

!::..ZT(T2) 
cr(T2) = - - --- -- E. 

lo 
(9) 

Rovnez je zrejme, ze s ohledem na definici (2) je mozno nadale formalne pracovat se 
soul:initelem a, ktery je v tomto pripade pro kazdou teplotu dan vztahem (3). Pak 
plati 

cr(T2) = -1X(T2) .  T2 . E = -0,0lE'. 

Pokud bychom ve vztahu (8) bez zfotele na jeho odvozeni zamenili soucinitel a za 
koeficient fJ ze vztahu (6), ktery je v tomto pripade pro ohfov mezi teplotami T1 a T2 

dan vztahem 

vypocitali bychom vyslednou teplotni napjatost jako tahove napeti o numericke 
hodnote 

Vzhledem k tomu, ze tyc, jejiz volna delka je pri teplote T2 rovna lo (1 + 0,01), 
zaujima podle uvazovaneho usporadani konstantni delku lo ' je V ni moznost existence 
tahoveho namahani vyloucena. Z uvedeneho prikladu vyplyva, ze ve slozitych pri
padech v praxi, kdy chybi nazorna interpretace napjatosti systemu, jc mozno si pri 
nespravnem dosazeni vstupnich parametru matematickeho modelu vytvorit fyzi
kalne zcela nespravnou pfodstavu odezvy materialu. 

ZAKLADNf VZTAHY ANALYTICKE TERMOELASTICITY 

Uvazujme analyticke reseni nesvazanc lllohy teoric termoelasticity, tj. vypocet 
napeti a deformaci pfi zadanem poli teploty. Pfodmetcm feseni jc V tomto pripade 
15 neznamych velicin: 6 slozek tenzoru napeti Ciif, 6 slozek tenzoru deformaci Eif, 
3 slozky vektoru posunuti u;. Pro urccni techto ncznamych tunkci musime vyjit 
ze zakladnich rovnic termoelasticity [3], jejichz splneni se v objemu telesa identicky 
pozaduje. Temito rovnicemi jsou v kartezskcm soufadnern systernn Xi (i = 1, 2, 3): 

a) Tri rovnice staticke rovnovahy

Ciij, j + 11\ == vu;, 

kde podle symboliky hezne v tenzorovem poctu je pouzito zapisu er 11, 1 = ocr;1/ 8x1 au 
pfodstavuje druhou derivaci posunu podle c:asu. 
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Vypocet teplotni napjnto8ti kernmickych tcles 

b) Sest rovnic zobecnoncho Hookova zakona

Utj = __ E (Etj + - f
lEkk

_ Oij - _ l_±_,u_ Oijal}..T) • 
1 + µ I - 2µ 1 - 2µ 

c) Sest rovnic kompatihility deformaci

I 
Eij = -9 (Ui, j + U-j, ;) . 

... 

Reseni techto rovnic musi vyhovovat pi'islusnym okrajov.fm podminkam, ktere 
ptedepisuji geometrickou nebo silovou vazbu na castech povrchu tclesa. 

Vypocet v posuvech jc mozne provest tak [21, ze vyjadfimc (Jij, 1 v rovnici statieke 
rovnovahy s pouzitim rovnice h) 

____ E____ (EiJ 1 + __ I!_ - Ekk t - __ !_±£_ rx!::t.T i) + F; = vu 
1 + µ ' 1 - 2µ 

' 1 - 2µ 

a pro vypo(:et deriYaci slo:i.ek deformaci pouzijeme rovnice c). Po algebraickych 
11pravach ma takto odvozena uplna rovnice tcrmoelasticity tvar 

E E & 

2(l + µ) Ut,kk + 2(l + µ) (l _ 2µ) Uk,ik - -1-_ 2µ !::,.T,t +Ft= Vilt. 

V pfipade vypoctu ciste tcplotni napjatosti (Ft == 0) a pfi omezeni na kvazistaticke 
procesy se tato rovnice zjednodusi na 

1 2(1 + µ) 
U,f kk + - .. -- -- U-k ik = - -�� rx,!::,. T i. ' 1 - 2µ ' 1 - 2µ 

' (10) 

Partikularni foseni teto rovnice je mozno naMzt [4], zavedeme-li pro vyjadteni posuvu 
novou funkci <P(xi) 

Ut = </J,i, (11) 

ktera se nazyva termoelastickym potencialem posuvu. Po dosazeni teto funkcc do 
rovnice (10), ptejde zakladni rovnice termoelasticity rlo tvaru 

I+µ 
</) kk = -�- rx,!::,.T. ' 1 - µ 

(12) 

Resenim tcto Poissonovy parcialni diferencialni rovnice pro dany tvar teplotniho 
pole se na.lezne funkce <P, ze ktere lze postupne vyjadfit hledane vyrazy pro posuvy 
(vztah (11)), deformace 

Eij = </J, ij (13) 
a napeti 

(14) 

Takto nalezene partikularni teseni rovnice (10) obecne nesplnuje okrajove podminky 
ulohy. Pro jejich splneni je obvykle nutne na toto feseni superponovat feseni ho
mogenni rovnice (10). 
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M. Svare, Y. Maza/Sova, V. Hanykyf: 

ANALYTICKE RESENf TEPLOTNf NAP,TATOSTI ROTACNfHO VALCE 

S TEPLOTNfM PROFILEM TVORENYM PARABOLOU 2. STUPNt 

Pfedpokladame-li, ze gradienty teplotniho pole v telese budou dostatecne male 
na to, aby bylo mozno zanedbat teplotni zavislost materialovych parametru, je 
feseni teplotni napjatosti rotacniho valce jednou z uloh, pro ktere je znamo klasicke 
feseni v uzavfenem tvaru. Jednou z cest, kterou je mozno toto feseni zjistit, je metoda 
vypoctu pouzivajici termoelasticky potencial posuvu. Jeji aplikaci je provedeno 
odvozeni vztahu uvadenych pro slozky uvazovane teplotni napjatosti v oblasti 
technologie silikatu, napf. v [l]. Pro odvozeni je tfeba dale pfedpokladat rotacne 
symetricke teplotni pole, v tomto pfipade s parabolickou zavislosti druheho stupne 
teploty na polomeru. Extremni hodnoty tohoto teplotniho pole oznacime podle 
obr. 7 a pro dosazeni pine formalni shody budoucich vztahu odvozenych pro slozky 
teplotni napjatosti se vztahy v [l] pouzijeme pro parabolu teplotniho profilu vy
jadfeni 

(15) 

kde T8 je aritmeticka stfedni teplota ve valci dana vztahem T8 = (Tc + Tp)/2. 

T=T(9} I 

9 

Obr. 7. Parabolicky teplotni profit v rotacne symetrickem telese. 

Zavislost (15) spliiuje teplotni okrajove podminky, nebo£ pro r = 0: 

pro r = R: 

Tc+ Tp e = 0 ⇒ T(O) = 2T8 - Tp = 2-.-
2
- - -Tp 

= Tc,

Tc + T p 
T 2T 2 

Tc + T P 
(! = 1 ⇒ T(l) = 2 

2 
- p + p - 2 

-

=Tc + Tp -Tp + 2Tp -Tc -T
p = Tp . 

Poissonova rovnice pro vypocet termoelastickeho potencialu posuvu (12), vyjadfena 
V kartezskem systemu souradnic vyrazem 

118 

1+µ";;'2</>(x, y, z, ,:) = -
1
- - «T(x, y, z, ,:),
-µ

(16) 
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Vypocet teplotni napjatosti keramickych teles 

pfejde po uprave Laplaceova diferencialniho operatoru pro pripad vypoctu v polarnich soufadnicich a po zjednoduseni pro stacionarni rotacne symetrickou ulohu dotvaru 
_..!:__ (r!'l>') = 1

1 +
µ a.T((!).(! -µ 

(17)
Po zavedeni parabolicke zavislosti (15) pro teplotni pole na pravou stranu rovnice (17)se ziska pro termoelasticky potencial posuvu <l>((!) obycejna diferencialni rovniceII. fadu

ve ktere jsou oznaceny parametry na prave stnme

l
l + µ oc(2Ts -Tp) = A,
-µ

� 1
1 + µ a.(Tp - T8) = B. 

-µ 

(18)

Postupnymi upravami rovnice (18) se pro termoelasticky potencial posuvu ziska.vyraz: 
(19) 

Vzhledem ke tvaru vztahu (14) pro slozky teplotni napjatosti je mozno v (19) polozitintegracni konstanty absolutniho a linearniho clenu rovny nule. Vztahy pro vypocet slozek napjatosti z termoelastickeho potencialu (14), odvozene
V pfedchozi kapitole, pfejdou V pripade vypoctu V polarnim soufadnem systemu dovyrazu 

E 1 o<l> <Irr=-- -----1 + µ e O(! '
E a2<1> <Itt = ---- --- .1 + µ 0(!2 

(20)

Po dosazeni vyrazu (19) do prvni rovnice (20) se pro radialni slozku teplotni napjatostiziska vyraz 
(21) 

Zpetnym dosazenim za A, J3 a jednoduchymi algebraickymi upravami se postupnedojde ke vztahu 
E 2A + B(!2 E [ 1 + µ <Irr ((!) = --- • ---- = - --- 2-- oc(2T8 - Tp) +

I + µ 4 4(1 + µ) 1 - µ 

1 + µ ] Eoc
+ -- oc 2(Tp 

- Ts) (!2 = -
4(l [4T8 - 2Tp + 2(Tp - T8) (!2]. (22)1-µ - µ)

Hodnota takto nalezeneho radialniho napeti na povrchu valce je rovna
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111. /Svare, Y. 111azacova, V. 1:tanykyt: 

Pro splneni okrajove podminky na volnem vnejsim povrchu valce crrr(e = I) = 0 
je proto nutne k reseni nalezenemu pomoci termoelastickeho potencialu pricfst 
vhodne zvolene reseni izotermicke. V pripade rotacniho valce bez vnitrniho otvoru 
je toto izotermicke reseni trivialni 

cr��o = crif0 = konst = C. 

Pro splneni okrajove podminky je v tomto pripade hodnota konstanty volena jako 
ErxT8 C = -crrr(e =I)=- - -� 2(1 - µ) 

Spojenim reseni z termoelastickeho potencialu a reseni izotermickeho se pro radialni 
slozku teplotni napjatosti ziska vyraz 

& &� 
crrr(e) = - 4(l _ µ) (4Ts - 2Tp + 2(Tp - Ts) e2) + 2(l _ µ) (24)

Po algebraickych upravach se postupne dojde k vyslednemu vyrazu pro crrr(e) 
Ea 

crrr(e) = 2(l _ µ) (Tp - Ts) (1 - r;.>
2). (25) 

Pro obvodovou slozku teplotni napjatosti je mozno analogickym postupem odvodit 
z druhe rovnice (20) partikularni reseni ve tvaru 

Ea 
crtt = - '1

(l _ µ) (4T8 - 2Tp + 6(Tp - T8) e2). 

Po slouceni s izotermickym resenim a po jednoduchych algebraickych upravach 
se pro tuto slozku ziska konecny v:fraz 

Ea cru(e) 
= 2(l _ µ) (Tp - Ts) (1 - 3r;_>2). (26) 

Pro vypocet tretiho hlavniho napeti, axialni slozky crzz , se vychazi ze zobecneneho 
Hookova zakona ve tvaru 

1 
1 A _..,,o ezz = -- ··· [crzz - µ(arr+ crtt) + ex uT = 

E "konst = C (27) 

Horni rovnost plati V pripade rovinne napjatosti (tj. tehdy, je-li zabraneno volne 
osove deformaci na podstavach), dolni cast vztahu (27) je treba pouzit v pripade 
tzv. zobecnene rovinne deformace (obe podstavy valce volne) [2]. 

(Vyraz pro osove napeti lze z rovnic:e (27) napsat ve tvaru 

CJzz = 
µ(crrr + cru) - Ea �T + ::::E

° 
C b V , 

(28) 
. - pro zo ecnene 

rovinne pretvoreni 

Numerickou hodnotu konstanty C, ktera figuruje ve vyrazu pro osove napeti 
zobecnene rovinne ulohy, je treba urcit ze staticke podminky silove rovnovahy na 
podstavach valce, podle ktere je celkova osova sila na povrchu rovna nule (jde 
o volny povrch)

120 

N = J crzz(e) 21te de = 0. 
0 

(29) 
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D.'lsadimc-li za funkcc integrandu pof'tupne vztahy (28) a (25), (26), pfojde rovnicc
(29) rlo integralu ve tvaru 

0 = f [-_l!__<:-__ (Tp - T8) (1 - 202) - Ea_(2Ts - Tp + 2(Tp - Ts) (1
2) + Ee] e de. 

o I - µ '" 

(30) 
Provedenim integrace (30) se po 11prave dojde k rovniei 

0 = ___!}
a, --(Tp - Ts) [_g:_- 21C]

1 

- Ea,[(2Ts - Tp) (!
2 

+ 2('l'p - T8).!t._] 1 

+ 
I-µ 2 4 0 2 4 o 

[ (!2 ]1 
+ EC 

2 o'

ze ktere po dosazeni mezi dale vyplyva 
0 = - a,E(2Ts - Tp + Tp - T8) + EC.

Hledana konstanta C je odtud rovna 
C=a.Ts. (31) 

Dosadime-li tuto konstantu do vyrazu (28), vychazi pro axialni slozku teplotni napja
tosti zobecnene rovinne ulohy vztah 

crzz(e) = _ _µ
Ea, 

(Tp - Ta) (1 - 2(1
2) - Ea[2e

2(Tp - Ts) - 'I's). (32) 
I-µ 

Graficke znazorneni prubehu slozek teplotni napjatosti nekonecneho valee je uvedeno
na obr. 8. 

Obr. 8. Analytick(1 prubeh radialniho (Cirr) a tangencialniho (att) teplotniho napeti rotacne 
symetrfrkeho telesa urceneho vodle vztahu (25) a (26). 
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ZAVER 

Cilem tohoto clanku bylo ukazat odvozeni vztahti pro analyticky vypocet slozek 
teplotni napjatosti V homogennim rotacne symetrickem telese se znamym para
bolickym teplotnim polem druheho stupne, ktere se V telese vytvafi pfi linearnim 
ohrevu. 

Omezeni analytickeho postupu spociva v tom, ze nerespektuje teplotni zavislost 
materialovych parametru. 

Je obecne znamo, ze parametry keramickeho materialu jsou teplotne zavisle. 
Presto maji vysledne vztahy (25), (26) a (32) vyznam pro orientacni odhad napjatosti 
rotacnich keramickych tcles pfi vypalu. V praxi lze uvedeny vypocet aplikovat napf. 
pro zfskani kvalitativni predstavy o teplotni napjatosti ve velkorozmernych vysoko
napefovych izolatorech. Bylo ukazano, ze charakter vypoctene napjatosti uzce 
souvisi s volnou teplotni deformaci materialu. Skutecnost, ze dilatacni chovani 
keramickeho materialu pfi vypalu je nelinearni, zptisobuje urcitou nejednotnost 
V pevnostnich vypoctech keramiky. V praci byla proto venovana znacna pozornost 
zptisobtim vyjadfoni volne teplotni deformace materialu, viz vztahy (1)-(6). 

S eznam symb olti 

Youngtiv modul pruznosti (Pa) 
slozka vysledne objemove sily (N) 
referencni delka (m) 
delkova zmena (m) 
teplota ve stredu telesa (K) 
teplota na povrchu telesa (K) 
teplotni zmena (K) 
slozka vektoru posunutf (m) 
soucinitel delkove teplotni roztaznosti (K-1) 
Kroneckertiv symbol 
slozka tenzoru deformace 
Poissonova konstanta 
hustota (kg rri-3) 

relativnf polomcr 

slozka tenzoru napctf (Pa) 
cas (s) 
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P ACLJE T TEP M JFIECK O ro II AII PH m EH HO ro COCTO H H l1 H 
ll:EPAMI1LIECKJ1X TEJI I 

l\l11,raH II!aap11*, lfoom1 Ma:m•maa**, H:rn;_\HMIIP fam,nrnpm** 

* I'ocyoapcmeel/Hblii llll!J,,HO-Uf'f'.1f'OO/JameJlbC/iUli UHCmumym OJlJi h'.OHC111JJ!flilfllll .IWWlllt
Bexoeuw, 190 00 Ilpnca 9 

**X1utui;o-mex1w.iu,•1t-.,eci;uit u111·m1u11y111, Cyx6amapo1JU 5, 166 28 llpaca 6 

Ha 0CH0BaHHH BBC/\l1HHH TepMo:maCTll'Jel'KOl'0 II0TCHl�Ha.-ia l'MCITICHHH (rM. ypaBHCHHC 
[11]) rrpHB0).\IITCH aua;111Tl!'!Cn,:oe pemCHHC ;rnHCHHOl'O 3ai\aHHH 0TH0('11TC.-IbH0 uarrpm«eu
H0l'0 C0CT0HHHH BpamaTCabH0 ('IIMMCTpll'!Cl'R0l'0 I�H:111H)].pH'!C('J{()I'0 Te;m C' /\/lHHb!M napa-
60Jil!'ICCK11M pacnpep_c.:reuncM TCMIICp11TypM. OKOH'IaTCJ!bHl,IO 0TH0IIICHUH ;\ml 0T/\CJ!bHhlX 
K0MU0HCHT0B TCpMH'ICl'K0I'O HarrpmRCHH0I'O ('()('T0HHHH, Bb!palRC'HHh!C ypaBHCHUHMlf (25), 
(26), (32), Bb!B0)IHTCH npH 11pe;1no;1mKC'HIIII, '[TO M0lKH0 npe11e6peraT1, TCMrrepaTypHOH 
33BH!'HM0C'Th!O na paMCTp0B MHTepirn:rn. 11 pHB0;\11MbIC 0TH0IIICHUR ('JlylKaT ;vIH K0ml'ICl'TBCH
HOH 0I!CHJ{lf II0BCI\CHIIH 1rnpaMH'IC{'J{0J'O MaTep11a;m rrpu 06m11re. Ha 0CH0BaHHH pemaeM0J'O 
rrpuMepa ;\0Ra31>1BaCT('H, '!TO 0HH 11MCKJT fio:u,moe 3Ha'ICHIIe ;1;rn orrpe,\eJICHHH KPHTl1'1Cl'KHX 
Y'Hl('TK0B 06m11ra BfHllIIIITCJ!bH0 ('l1MMeTp1P1enrnx TC.i: (' T0'IRH 3pemrn TCPMH'ICCI{Ol'0 ua
rrpHlRCHH0l"0 C0{'T0HHHH. 

Oco6oe BHHMauue aBT0paMH y;(C,IRCTOl cnoro6aM pacqem CBO0O/(HOl'O TC!IJI0B0ro pac
nmpeHHH l'HCTCMJ,J. PaccMaTpnBaCMh!C MCT0/\1,[ aBT0paMn rrpnMCHH!OTl'H Ha HCCJIOJRH0M 
rrpHMepe KCpaMH'ICl'K0l'0 MaTepna:ia, pannnpCHIIC J{OT0poro n rrop_o6paHHOM TCpMnqeCJ{OM 
HHTCpBaJie TCMnep11Typb! 0Kll:lhiBiteT!'H ne;nrnei-i:HJ,IM. 

Puc. 1. IlpuMepM mpex euooe 02pa11,u-.,eHuR rno6ooHoeo npeo6paaoeaH1rn cucmeMbt: a) e1tym
pe11He cmanrn-.,ec1,u onpPoe,ieH1UlR rucme.un, mepMuttecHoe 11,anpRJ1ce11,11,oe cocmoRHue 
<7t = -Ea.6.T eoa11,u1,aem e peayJlbmame r11wmu-.,ec1,u 11,eonpeoeJleHHoeo pacnpeoe
JlCHUJi, b) paa e11,ympe1tHe cmamu-.,pc1,u HeonpeoeJlCHHllR cucmeMa, c) 6ec1,011,ettno 
e11,ympeHHe cmamuttec1,u 11,eonpeoeJleHHaJi f'Ucme.«a, npeo6paaoea11,ue ,wmopoii ceR,1bi
eaemcR c yc.fLOllUJiMU cne.«ermu.Mocmu oe,jjop.tta4ui1. 

Puc. 2. X npa1,mepucmuttec1mil xoo uaMeHe1wh ou.fLanw4uu i;epaMutter1,oeo MamepuaJla 
c 11neh1meH11btM cooepJ1Ca1tueM AbO, e aaeucuMocmu om meMnepamypbt 06J1Cuea. 

Puc. 3. C noco6 pacttema ceo6ooHoii mepMu-.,ecr.oii oe,jjopMa4uu ,. npuMeHeHueM mep.Mu'lec1,u
aaeucuMoao 1,oa,jj,jju4ue11,ma JlUHeiiHoen pncwupeHuR, ebweoeHnoeo ua ,rpueoii JlUHeiiHblX 
uaMeHeHUU MamepuaJla COcJlllCHO omHouteHWO (:3). 

Puc. 4. Cnoro6 pacttema ceo600Ho1't mepMu-.,eci;oil oe,jjopMa4uu coaJlaCHo ypae11,e11,u10 (5). 
Puc. 5. TlpuMep o6paaoaaHUJi oceeoao mepM1tttec1,oeo 11,anpRJtUHHoao cocmoJiHUR e cmamu'lec1,u 

HeonpeoeJleHHO ycmaHOIIJleHHO.,tt HCCYUfCM 8/le.t,,eHme: a) ycmaHoer.a HCCYUfCi'O aMMCHma, 
b) ycJloeue oe,jjopMa4uu.

Puc. 6. CxeMamuttec1,u1"i npuMep HeJluHeii1toeo pacwupe11,u.<i MamepuaJla u ebipaJtCeHue eeo 
ceo6oOHOU mepMU'lCC/iOll oe,popMlll,fUU. 

Puc. 7. IJapa6oJluttecr.uii npo,jjuJlb meMnepamypbt e epau,anieJlbHo CUMMeniputtecr.oM me11,e. 
Puc. 8. AHaJlumuttecr.uii. xoo paouaJlbH020 (a,,) u r.acameJlbHOW (au) mepMuttecr.oeo 11,anpR

JtCeHuJi epau,ame.1,bHO cuMMempu-.,ec1,oeo meJla, ycmaHOIJJlCHHoeo coa11,ac11,o omHomeHuRM 
(25) u (:36).

A CALCULATION OF THE THERMAL STRESS IN CERAMIC BODIES I 

Milan Svare*, Yvona Mazacova**, Vladimir Hanykyr** 

*National Research Institute for Machine Design,
Bechovice, 190 00 Prague 9 

**Institute of Chemical Technology, 166 28 Prague 6 

On introduction of the thermoelastic potential of displacement, cf. equation (11), an analyti
cal solution of the linear problem concerning the stress in a rotary symmetrical cylindrical 
body with a given parabolic temperature distribution was carried out. The resulting relations
hips for the individual components of thermal stress, expressed by equations (25), (26), (32), 
were derived on the assumption that the temperature dependence of the material parameters 
can be neglected. The relationships serve for qualitative assessment of the behaviour of cora-
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mic,-; on firing, and as indicated by the example presented, they can serve for determining the 
critical ranges of firing of rotary symmetrical bodies from the standpoint of thermal stresses. 

Special attention is paid to the methods of calculating the free thermal expansion of 
the system. In a simple example, the methods are applied to a ceramic material whose ex
pansion behaviour is non-linear over the temperature interval chosen. 

Fig. 1. Example of three types of restricting the free deformation of a system; 
a) the internaly statically determinate system; the thermal stre8s a1 = --Erx. AT is due 

to a statically indeterminate mounting, 
b) once internaly statically indeterminate system, 
c) indefinitely-times internaly statically indeterminate system, whose straining is bound 

by the conditions of deformations compatibility. 
Fig. 2. CharacJeristic course of longitudinal changes in a ceramic material with increased Al203 

content in terms of firing temperature. 
Fig. 3. A method for calculating the free thermal deformations using the temperature-dependent 

thermal expansion coefficient established from the dilatancy curve of the material according 
to equation (2). 

Fig. 4. A method for calculating the free thermal deformations according to equation (,5). 
Fig. 5. An example of the formation of axial thermal stress in a statically indeterminately mounted. 

beam. 
a) beam mounting, b) deformation condition. 

Fig. 6. Schematic example of non-linear dilatancy behaviour of a material and. expression of its 
free thermal deformation. 

Fig. 7. Parabolic temperature profile in a rotary 8ymmetrical body. 
Fig. 8. Analytical radial (arr) and tangential (att) thermal 8lress curve8 in a rotary 8ymmetrical 

body determined according to equation8 (25) and (26). 

VLIV POVRCHOVYCH A KOLOIDN1CH JEVU NA VLASTNOSTI 

CERSTVEHO BETONU. 

Sympozium na toto tema se konalo jako cast vyrocni schuze Material Research Society 
1.-4. listopadu 1982 v Bostonu (Massachusetts, USA). Referaty o reologii betonu vyily ve 
forme sborniku pod redakci dr. J. Skalneho a jsou rozdeleny do ctyi' sekci: 

I. Zakladni hlediska shrnujici nazory na vyvoj mikrostruktury v cerstve betonove smesi
a na makroreologicky i strukturne reologicky popis jejiho reologichel.o ch,,ani. 

2. Pfistrojova technika - jsou popsany tfi nove reometry vhodne pro studium reologickeho
chovani cementove kaie i betonove smesi: Kapilarni, vibracni a pi'fstroj zalozeny na mereni 
rychlosti ultrazvuku. 

3. Zkuiebni metody a pouziti. Tato kapitola zahrnuje ti-i referaty o posuzovani chovani
cementove kase, malty a betonove smesi. 

4. Chemicke a mineralni pi-imesi. Stal obsahuje souhrn referatu, z nichz prve dva podavaji
vystizny p:fehled dnesnich nazoru na mechanismus pusobeni ruznych pi-imesi na reologiclre 
chovani cementovych kasi, ostatni pfinaseji zajimave informace o fade praktickych aplikaci. 

5. Ruzne - pfinasi referat o vlivu jemnosti pfirodniho anhydritu na expanzi rozpfnavych
betonu a. uvahu o vztazich mezi zakladnim vyzkumem koloidne chemickych a reologickych 
vlastnosti betonove smesi a posuzovani jeji ,,zpracovatelnosti" v provozni praxi. 

Z referatu je zfejme, ze se oblast reologie v posledni dobe dostala do popi'edi zajmu vyzkwnu. 
Je to proto, ze reologie pi'edstavuje metodu studia procesu, ktere se v cementove kaii odehre.vajf, 
a proto, ze objev sterickych stabilizatoru otevi'el cestu pfipravy betonu s vysokymi pevnostmi. 

Satava 
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