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Strucne puvodni sdeleni 

NUMERICKA METODA URCENI BODU Mil:KNUTi SKLA 
PODLE LITTLETONA 

ZBYNEK &>KOL 

Vstav fyziky atmosjery CSA V, Bocni II. c. p. 1401 
141 00 Praha 4-Spofilov 

Doslo 2. 4. 1985 

V praci je popsana metoda aproximace zavislosti prodlouzeni sklenlneho 
vlakna n teploty nn fose zalozena na metode hlazeni namefenc diskretni 
zavislosti a uziti klasickych kubickych polynomialnich splinu. Popsana 
metoda umoznuje rychle vyhodnoceni mefeni pro stanoveni Littletonova bodu. 

UVOD 

Pro sklafskou vyrobu je vyznamnym faktorem znalost viskozity skla v zavislosti 
na teplote. Umoziiuje posuzovani vhodnosti skloviny pro zvoleny druh vyroby jak 
z hlediska jejiho taveni a cefeni, tak i z hlediska jejiho zpracovanf. Avsak promefeni 
celeho prubehu teplotni zavislosti viskozity je casove narocne. Proto se V praxi 
casto meff jen jednotlive vztazne v.iskozitni body, jako napf. teplota Littletonova 
bodu meknuti [l]. Vyhodnocovani namefenych hodnot prodluzovani vlakna a pff
slusne teploty V zavislosti na case se bezne provadi graficky [l]. 

Pfedlozena prace se zabyva numerickym fesenim tohoto problemu s vyuzitim 
pocitace. 

NU:MERICKE RESENf 

Matematicky muzeme problem urceni Littletonova bodu meknuti skla formulovat 
nasledujicim zpusobem. Oznacme L = L(t) funkcni zavislost celkoveho prodlouzeni 
skleneneho vlakna na case ta T = T(t) zavislost rustu teploty na case t. Nech£ jsou 
dany namefene hodnoty celkoveho prodlouzeni skleneneho vlakna L1 v case t1 = 
= 0,5j, j = 0, ... , NL a namefene hodnoty teploty Ti v case Si = 0,5i + 0,25, 
i = 0, ... , NT· Necht je dale dana smernice teeny IX (pro Littletonuv bod IX= I). 
Potom funkcni hodnota Tv = T(r), kde -,; je fesenim rovnice 

�'L(-,;) = IX 

dtJ 

je hledanou teplotou. 

(1) 

Numericka metoda feseni tohoto problemu je zalozena na aproximaci funkci La T
klasickymi kubickyr,ni polynomialnimi spliny (KKPS) [2] s uzlovymi hodnotami 
L(t1), j = 0, ... , NL a T(st), i = 0, ... , NT. 

Funkcni zavislost L = L(t) resp. T = T(t) je dana diskretne namerenymi ho d
notami L1, j = 0, ... , NL resp. Ti , i = 0, ... , NT, ktere jsou v dusledku nepfesnosti 
mefeni zatizeny nahodnymi chybami. K urceni hodnot L(t1), j = 0, ... , NL pou zi-
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jeme metodu hlazeni diskretni namefene zavislosti polynomem druheho stupne.
Peti po sobe nasledujicimi hodnotami L1-2, L1-i, L1, L1+1, LJ+2 prolozime metodou
nejmensich ctvercu polynom druheho stupne a jeho funkcni hodnotu v case t1 ozna
cime L1. Snadno lze odvodit vztah 

3 12 17 L1 = - 35 (L1-2 + L1+2 ) + 35 (L1-i + L1+1) + 35 L,,, j = 2, ... , NL - 2.

K urceni hodnot Lo , Li resp. LNL-1, LNL pouzijeme polynomu druheho stupne
prolozeneho hodnotami L,, j = 0, ... , 4: resp. L1 , j = NL - 4, ... , NL· Ozna
cime-li 

pak plati vztahy 

2 2 

a1 = 1
� L j2L2+1 -{- L L2+1,

j=-2 j=-2 

2 

bi = 
1
� I jL2+1,

i=-2 
2 ll 

C1 = � I L2+1-! l j2L2+1, 
;--2 ;--2 

2 2 

a2 == 1
1
4 L j2LNL-2+1 -� L LNr2+1• 

j--2 j--2 

2 

b2 = 1
1
0 I jLNL-2+1 , 
;--2 

2 2 

C2 = !� l L.vL-2+1 -� I j2LNL-2+I,
j--2 j--2 

Lo = 4a1 - 2b1 + C1, 

LNL = 4a2 + 2b2 + C2, 

Li = ai - bi + ci, 
LNL-1 = a2 + b2 + �-

Hodnoty L1 lze opet povazovat za hodnoty zatizene nahodnymi chybami. Polo
zfme-li L, = L1 , j = 0, ... , NL, muzeme cely postup opakovat. Protoze nahodne
chyby maji oscilacni charakter, kazde provedeni uvedeneho postupu omezuje jejich 
vliv, avsak vicenasobnym opakovanim muze dojit k potlaceni (zhlazeni) nekterych
podstatnych rysu funkcni zavislosti. V nasem pripade je kriteriem pro pocet opako
vani pozadavek, aby byly splneny nerovnosti 

L1+1-L1 >L1-Li-1, j=l, ... ,NL-1, (2) 

protoze pak funkce Lh , ziskana aproximaci funkce L KKPS s uzlovymi hodnotami
L(t1 ) = L1, j = 0, ... , NL a krajnimi derivacemi 

d dt L(to) = (-21 Lo + 13L1 + 17 L2 - 9£3)/20, 
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Numericka metoda urceni bodu meknuti skla podle Littletona 

bude konvexni, coz je pine v souladu s jejim fyzikalnfm vyznamem. Hodnoty kraj
nich derivaci jsou dany derivacemi polynomu druheho stupne prolozeneho metodou 
nejmensich ctvercu hodnotami L1 , j = 0, ... , 3 resp. L1 , j = NL - 3, ... , NL . 
Na zaklade praktickych vypoctu se vzhledem k podmince (2) ukazalo vhodne dvoj
nasobne opakovani, nebo£ ocividne chybne namefene hodnoty se uvedenym postu
pem vyrazne zmenily, zatimco ostatni hodnoty zustaly V podstate nezmeneny. 
Analogicky postupujeme v pfipade funkce T s tim rozdilem, ze vzhledem k cha
rakteru prubehu teploty a pozadovane pfesnosti je dostatecne provest hlazeni jen 
jednou. 

Aproximaci funkci L a T KKPS dostaneme hodnoty derivaci aproximujfcich 

funkci L11 a T11, v uzlovych bodech, tj. hodnoty :
t 

L11,(t1), j = l, ... , NL - l 

a ! T11,(st), i = 1, ... , NT - I. Protoze funkce L11, je na kazdem intervalu (t1_1, t1> 
polynomem tfetfho stupne, je na tomto intervalu jednoznacne urcena hodnotami 

L1-1 , L1 , L1_ 1 = :
t 

L11,(t1-1) a L1 = :
t 

L11,(t1). Pro t E (t1-1, t1) platf 

kde 
L11,(t) = 8a(t - t1-1)3 + 4b(t - t1-1)2 + 2c(t - t1-il + d, (3) 

a= 2(L1-1 - L1) + L1_ 1 + L1,
b = 3(L1 - L1-1) - 2L1_1 - Lj,

C = Lj-1, 
d = L1-1-

(4) 

V dusledku konvexnosti funkce L11, je rovnice (1), kde funkci L nahradime funkci L11 ,

snadno fesitelna a pokud fesenf existuje, je urceno jednoznacne.Vztah (1) vede k reseni 
kvadraticke rovnice. Pfi vypoctu funkcni hodnoty Tv = Th(T) se pouziji analogicke 
vztahy pro T11, jako jsou vztahy (3) a (4). 

HODNOCENf VYSLEDKU 

Navrzena numericka metoda byla naprogramovana v jazyce FORTRAN (program 
je k dispozici u autora) a na programovatelne kalkulacce HP-41 C. Programem byla 
zpracovana sada namerenych hodnot pro nekolik druhu skel (opalove kiemicite 
sklo, alkalicko-olovnato-kremicite sklo, borito-kiemicite sklo) ziskanych v oddeleni 
skla k. p. Tesla Holesovice. Vypoctene teploty pro teeny se smernicemi 0,5, 1,0 
(Littletonuv bod meknuti skla) a 2,0 jednotlivych vzorku byly porovnany s teplotami 
urcenymi graficky. Zjistene rozdily u vetsiny pfipadu nepresahovaly 1,5 °C. Pfi 
analyze ojedinelych vetsich rozdilu byla zjistena nepresnost grafickeho vyhodnoceni. 

Na zaklade provedenych vypoctu lze konstatovat, ze navrzena numericka metoda 
je z hlediska presnosti [l] vhodna pro prakticke vyuziti. 

ZAVER 

Na rozdil od doposud bezneho zpusobu urceni Littletonova bodu meknuti skla je 
v praci nahrazena graficka metoda metodou numerickou, zalozenou na aproximaci 
zavislosti prodlouzeni skleneneho vlakna a teploty na case. Aproximace spociva 
v opakovanem hlazeni diskretni experimentalni zavislosti polynomem druheho 
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stupne za. pouziti ctyf sousednfoh bodu a nzitf klas)ckjch kubickjch polynomialnfoh 
splinu. Tento zpusob <lava dostatecne pfesnou aproximaci libovolnjch zavislosti. 

Numericka metoda. umoznuje rychle nalezenf Littletonova bodu pouzitim i stolnf 
vjpocetnf techniky s vyloucenfm chyb zpusobenych subjektivnosti grafickeho zpra.
covani. 

Ze srovnani vysledku zfskanych obema metodami vypljva, ze pfi peclivem gra
fickem zpra.covani jsou V podstate totozne. 

Prednostf na.vrzene metody je mimo jine skutecnost, ze nevyzaduje lineami vzestup 
teploty, ktery je v praxi obtizne realizovatelnj. 
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HYMEPMqE CKM:A METO� OIIPE�EJIEHHH 
T04KH P A3MffrqEH MH CTEKJIA no JIMTTJIETOHY 

36HHeK Co1<0.'1 

Httcmumym rjJUau,m am.Moc<j>epM TJ.CAH, 
B()1/,HU 1401, 141 00 Ilpaea-Cnop:>1Cu.1we 

MeTOA OCHOBLrnaeTca Ha anpOKCHMa�llH 3aBHCllMOCTH YAJIHH0HHa CT0KJIJIHHOrO BOJIOJ<Ha 
H TeMnepaTypLI OT BpeMeHH. A npOKCllMa�llH 3aKJII(J'l88TCa B IIOBTopaeMOM crJialKHBaHJrn 
AHCKpeTHOH H3MepeHHOH 3aBHCHMOCTH IlOJIHHOMOM BTopoii: cTenemr C npHM8H8HH8M '18TLipex 
COC8,[lHHX B8JIH'IHH H npn IlOMOIIJ;H KJI8CCH'l8CJ<l[X Ky6H'l8CKHX cmrnii:HOB. MeTOA nporpaM
MHpyeTCH Ha H3LIKe ©OPTPAH H Ha MHKpo-3BM HP-41C. MeTOA TecTHpoBaJIH Ha6opoM 
H3MepeHHLIX B8JIH'IHH H8CKOJlbKHX THITOB CT8KOJI (onaJIOBOe cnmrnaTHOe CT8KJIO, cm;eno•1-
HO-CBilH�OBO-CHJIHJ<aTHOe CT8I<.'IO, 6opocHJIHJ<aTHOe CT8KJIO). ConocTaB.'IHa peayJILTaTl,[, 
noJiy'leHHLJe c noMOII\bIO npeAJiaraeMLJx HyMepnqec1<oro n rpaqinqec1<oro M8TO/.IOB, 6Lmo 
IlOJ<a3aHO, 'ITO pa3H0l'TI, He BLJIIle 1,5 °c. 

NUMERICAL METHOD 
OF SOFTENING POINT DETERMIN ATION AFTER LITTLETON 

Zbynllk Sokol 

Institute of the Physics of Atmosphere, Czechoslovak Academy of Sciences, 
141 00 Prqgue 4 

The method is based on approximation of the dependence of glass fibre elongation and 
temperature on time. The approximation involves repeated smoothing of the discrete experi
mental relationship by a second degree polynomial using four neighbouring values and classical 
cubic splines. A program has been written in the Fortran language and for the HP-410 pro
grammable calculator. 

The method was tested on a series of experimental values obtained with several types of 
glasses (opal silicate glass, alkali-lead-silicate glass, borosilicate glass). A comparison of results 
obtained by the suggested numerical and graphic method sho"ed that the difference did not 
exceed 1.5 °C. 
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