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Je uvedena uc'inn<i vypocetni procedura pro tfirozmerne stacion<irni rych­
lo,stni a teplotni pole ve sklovinl. Algoritmus je zalozen na sv<izanem dijerencnim 
feseni rovnic hybnosti, kontinuity a energie v primitivnich promennych pomoci 
koncepce multigrid. 1vl odelove parcialni dijerencialni rovnice jsou diskretizovany 
V tfikrat pfelozene siti po,noci hybridniho d1jerencniho schematu, ktere vyuziva 
metodu dilcich oblasti pro zajisilni numericke stability vypoctu. Pro iteracni 
proceduru je pouzita symetricka svazana Gauss-Seidelova technika, ktera 
vykazuje vel,ni rychlou konvergenci. Testovaci vypocet proudlni skloviny 
v modelove peci se svislymi elektrodami byl proveden pomoci dvou urovni siti 
o 10 x 10 x 12 a 18 x 18 x 22 uzlech. Byla zjistlna dobra stabilita vypoctu
a znai'ne, fadove zvy,foni konvergencni rychlosti oproti drive uzivanym segre­
gacnim a jednosit'ovym metodam. 

UVOD 

Hlavni cast matematickych rnodelu skla:rskych peci pfedstavuje vypocetni 
postup pro simulaci fyzikalnich poli (teplotni, rychlostni, elektricka, apod.). 
Pfedlozena prace je zamefena na numericke feseni rovnic hybnosti, kontinuity 
a energie pro stacionarni simulaci rychlostniho a teplotniho pole v tfirozmerne 
oblasti skloviny s tycovymi elektrodami. 

Pro inzenyrske vypocty rychlostnich poli jsou V soucasne <lobe rozsifeny algo­
ritmy typu SIMPLE vyvinute Harlowem a Welchem [l] a Patankarem a S paldin­
gem [2]. Tyto algoritmy pouzivaji segregacni koncepci, ktera spociva v tom, ze se 
z aproximacniho tvaru rovnic hybnosti a kontinuity nejprve odvodi korekcni rov­
nice pro tlak. Potom se ve velkych cyklech fesi stfidave rovnice hybnosti a ko­
rekcni rovnice tlaku. Korekce tlaku, ziskane na zaklade pozadavku splneni rovnice 
kontinuity, Se pouzfvajf pro postupne upfesnovani hodnot rychlosti V kazdem 
velkem cyklu. Tyto makrocykly, ktere oddeluji veliciny rychlosti a tlaku (odtud 
nazev segregacni metody), se opakuji az do dosazeni pozadovane pfesnosti. 

Uvedena segregacni technika spolu s fesenim dalsiho, teplotniho pole byla 
aplikovana i na proudeni ;;kloviny, ale autorovi se nepodafilo dosahnout pfijatelne 
rychlosti konvergence. Pomala konvergencni rychlost (a v nekterych pfipadech 
i vznik urcitych nestabilit) byla zfejme zpusobena jednak oddelenfm vsech fyzi­
kalnich poli v prubehu numerickeho procesu feseni, jednak pfitomnosti elektrod, 
ktere vytvafeji urcity druh diskontinuit. z uvedenych duvodu byla pro modelovani 
skloviny aplikovana zcela jina koncepce, jejiz novost spociva ve dvou smerech: 
pouziti svazanych blokovy.ch metod ve vlastnich relaxacnich cyklech a vytvofeni 
makrocyklu na zaklade viceurovnove techniky multigrid. 

Uvedeny algoritmus vychazi z koncepce svazaneho feseni rovnic hybnosti 
a kontinuity, kterou prakticky rozvedl V anka [3] a ktera byla dale rozsifena 
pfipojenim energeticke rovnice. Tzn., ze rychlosti, tlak a teplota jsou aktivovany 
simultanne a neni potfeba zadnych dodatecnych rovnic korekce tlaku. Vztahy 
mezi tlakem a rychlostmi a rovnez mezi teplotou a rychlostmi jsou implicitne 
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zachovany. Jinymi slovy, celkova vazba mezi nucenym proudenim, vztlakovymi 
jevy, pozadavky kontinuity a pfenosem energie je velmi tesna. Takovym svazanim 
velicin uvnitf numerickeho vypoctu se znacne posflila jeho stabilita i konvergence, 
zejmena v blizkosti elektrod. Diferenciace rovnic je provedena v pfesunute siti 
hybridni technikou, ktera zarucuje stabilitu v mistech s velkym Pecletovym (Pe), 
popf. Reynoldsovym (Re) cislem, kde se lokalne aplikuje metoda dflcich obla.sti. 
Pro vlastni relaxacni proceduru je pouzito blokove, symetricky svazane Gauss­
Seidelovo schema. (SCGS). Relaxacni procedury jsou provadeny stfidave na hrube 
a jemne siti, pficemz se mezi temito sitemi pfenaseji rezidua a korekce podle 
systemu FAS-FMG dvouurovnove metody multigrid [4]. 

MODELOVE ROVNICE A JEJICH DIFERENCIACE 

Stacionarni, tfirozmerne teplotne zavisle proudeni je popsano temito parcialnimi 
diferencialnimi rovnicemi: 

vV2u -V. grad u - &P/&x = 0, 

vV2v -V. grad v - oP/&y = 0, 

vV2w-V. grad w- &P/&z = g{J(T-TR), 

divV = 0, 

aV2T -V grad T = -Q. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Symboly u, v, w pfedstavuji slozky vektoru rychlosti V podel smeru x, y, z. T je 
teplota, (!, v, a oznacuji hustotu, kinematickou viskozitu a efektivni teplotni 
vodivost. Vzhledem k pouzite Boussinesqove aproximaci vztlakoveho clenu ve 
tvaru (!RfJfJ(T - TR), s referencni teplotou TR , je zaveden fiktivni tlak P == 
= Pirh!R - gz, kde Ptr je skutecny fyzikalni tlak. Pro vyjadfeni zafiveho pfenosu 
ve sklovine byla pouzita Rosselandova aproximace s efektivni teplotni vodivosti a. 
Tepelny zdroj Q v energeticke rovnici (5) je vyjadfen na zaklade stfedniho elek­
trickeho Jouleova vykonu QE ve tvaru Q = QE/(!C, kde c je merne teplo �kloviny. 
Vypocetni postup pro stanoveni QE je uveden napf. v [5]. 

Vsechny promenne jsou ulozeny V tfikrat pfelozene tfirozmerne siti. Pro tri 
s}ozky rych}osti jSOU generovany tfi llOVe site, ktere jSOU V odpovidajicfoh :m1erech
posunuty vzdy o polovinu diference dopfedu vzhledem k zakladni siti pro tlak a tep­
lotu. V prostorovem mefitku to znamena, ze rychlosti jsou ve stfedech sten elemen­
tarnich bunek a teplota, tlak a zdrojovy clen V centrech techto bunek. Toto uspora­
dani ma vyhodu V dosazenf stejne pfesnosti diferencni nahrady pro derivaci tlaku
a pro druhe derivace slozek rychlosti [2]. Na obr. 1 je v prumetu X Y znazornena
zakladni sit pro T a p a dve pfesunute site: ve smeru X pro slozku u a ve smeru
y pro slozku ?; • 

Diskretni rovnice jsou odvozeny pomoci integrace diferencialnich rovnic pfes 
elementarni objemy obklopujici kazdou promennou. Pro rovniee (1), (2), (3), (5) 
je uzito hybridni diferencni schema [3], [6], ktere zavadi centralni diference 2. 
fadu pfesnosti pro konvekcni i difuzni cleny, ale V mistech, kde Reynoldsovo (Re), 
popr. Pecletovo (Pe) lokalni cislo pfevysuje hodnotu 2, automaticky modifikuje 
diferencni proceduru na. specialni [6] tvar dilcich oblasti (metoda partikularnich 
feseni). Hybridni schema ma vyhodu v zaruceni stability pro velka ( � 2) lokalni 
Re, popf. Pe, a v dosazeni druheho ta.du pfesnosti pro mala Rr, popt. Pe. Diferenci-
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Obr. 1. Schema pfesunute site v ravine XY. 

ace vsech uvedenych rovnic se provadi stejnym zpusobem. Nejprve se upravi na
tvar (priklad rovnice pro slozku w) 

v(wxx-: Wx) + v(wyy-: Wy) + v(Wzz-; Wz)-Pz = g{J(T-TR),
• 

ktery se v okoli stredoveho uzlu w0 = WiJk diferencuje timto zpusobem

D'f- 1Wi-I + D'f:+ 1Wi+1 + D't-,Wj-1 + D't+1WJ+1 + D%_,Wk-I +
+ D%+iWH1 - S�wo -(Pk+1 -Po)/D.z -g/J(To + Tk+i)/2 = -gfJTa. (6)

V pripadech, kde je to mozne, jROU pro zjednoduseni vypusteny zakladni indexy
6 

i, j, k. Clen S� = L D':, je zkraceny zapis pro soucet 6 sousednich hodnot n:.
JI =l 

Koeficienty D':, obsahuji rychlosti (ve forme parametru z duvodu lokalni l ineari­
zace), difuzni koeficienty a prostorove diferencni kroky (obecne pro nerovnomernou
si£) ve tvaru urcenem velikosti prislusneho Re. Napf. pro smer X byly odvozeny
tyto tvary koeficientu D'f:_1, D'f+.

1
: 

Pro/ Re'f_1 / < 2 a I Re'f: / < 2 centralni diference:
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1 + h (7) 
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Pro I Re}"_ 1 I � 2 nebo I Re'f I � 2 metoda dilcich oblasti: 

Df_, 

nw 
V 

i+I = ,'.lx2 
' 

Et-I 

h(I - Ei)/Ref- (I - Ei-il/Ref_ 1 ' 

Ei 
(1 - Ei)/Ref - (1 - Ei-1)/(h . Re'f'--i) ' 

kde pro E;-1, Ei je pouzita exponencialni funkce @"(x) ve tvaru 

Et-1 = o"(Re'f_ 1); Et = 6"(-Ref); o"(x) = x/(I - e-"); h = Llx;/Llx;-1. 

Lokalni Reynoldsova cisla se pouzivaji ve forme 

R w _ Ut-1, j, k + Ui-1,j, k+I A . . ei-1 - 2v 
· uXi-1, 

(8) 

Oznaceni diferenci a umisteni velicin V pfelozene siti je zfojme z nasledujiciho 
nakresu 

Ve vztahu (8) je nutno zavest vhodnou polynomickou aproximaci v singularnim 
bodu Re = 0 a jeho okoli. Koeficienty D'f-1, D'f+i , Df_ 1, Df_ 1 pro smery y a z 
se stanovi analogickym zpusobem. Pti diskretizaci energeticke rovnice (5) se misto 
Reynoldsova cisla pouziva lokalni Pecletovo cislo, ktere ma V pfelozene siti jedno­
duchy tvar typu 

KONCE l' OE MULTI GRID 

Multigrid, pfesneji Multi-Level Adaptive Technique (MLAT) [4], je numericka 
strategie feseni spojitych (iloh cyklovanim mezi hrubsimi a jemnejsimi urovnemi 
jejich diskretizace. K tomu se pouziva sekvence siti (urovni) se zmensujici se geo­
metrickou diferenciaci. Proces feseni zahrnuje relaxacni (iteracni) cykly na kazde 
siti, interpolace korekci z hrubych siti do jemnych a pfenosy rezidui z jemnS·ch 
;;iti do hrubych. 

Pro soustavu eliptickych diferencnich rovnic 

Lq=F (9) 
je znamo, ze prislusna jednosifova iteracni schemata konverguji dosti rychle pro 
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nekolik prvnich iteraci, ale velmi pomalu pro nasledujici iterace. Fourierova analyza 
redukce chyb ukazuje, ze tyto procedury jsou velmi ucinne pfi vyhlazovani chyb 
vlnove delky srovnatelne s diferencnim krokem site, ale temef neucinne pti redu­
kovani nizkofrekvencnich (dlouhovlnych) slozek chyb. Avsak nizke frekvence na 
urc:ite siti jsou relativne vetsi na sitich hrubsich (s vetsim diferencnim krokem). 
Tedy kazdy frekvencni rozsah chyb musi byt vyhlazen na takove siti, kde je to 
nejvyhodnejsi. Z toho plyne koncepce multigrid, spocivajici V cyklovani mezi 
hrubsimi a jemnejsimi sitemi tak dlouho, az se uspokojive vyhladi vsechny frek­
vencni slozky chyb. Bylo navrzeno mnoho variant metody multigrid a zpusobu 
cyklovani. Pro linearni systemy je vhodne napf. korekcni schema (CS) a pro neli­
nearni ulohy obecnejsi schema uplne aproximace (FAS). 

APLIKOV ANY ALGORITMUS 

Pro teseni modelovych rovnic (1) - (5) proudeni skloviny byl zvolen [7] postup 
uplne aproximace uplne metody multigrid (FAS-FMG) s pocatecni aproximaci 
v jemne siti nevychazejici z nulovych hodnot, ale vytvotenou pfonesenim hodnot 
uvodniho pfiblizneho foseni z hrube site. Byly generovany pouze dve urovne siti 
(hruba c a jemna .f) s pomerem diferenci 0,5 v kazdem smeru. Vnofoni siti je pro­
vedeno tak, aby zustalo zachovano postaveni hranic vzhledem k okrajovym 
uzlum i v ptelozenych sitich pro vsechny slozky rychlosti (obr. 2). Iterace m 
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Obr. :!. UspoMrlani pfesunute jemne a hrube sit,; v rov·ine XY. 

zacfnaji na hrube siti C, kde se hleda feseni nelinearnf u[ohy (9) V korekcnim forme 
(pro nezname korekce ?iqc): 

Lcaqc = Fe - Lcqc(m - 1) == Rr(m - 1), qc(m) = qc(m -1) + ?iqc. (10)
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Pfitom se pouziva symetricky svazane Gaussovo-Seidelovo schema (SCGS). 
V kazdem uzlu ijk zakladni sfte se simultanne fesi pohyhove rovnice a rovnice 
kontinuity pro 6 slozek rychlosti Utfle, u,_1, 1, le, Vtfle, v,, J-I, le, Wtfle, w,, 1, le-t ve ste­
nach hunky a pro tlak P1-1le = P0 ve stfedu hunky a energeticka rovnice pro teplotu 
Title = To ve stfedu hunky. To znamena, ze kazda slozka rychlosti se hehem jedno­
ho s:::as cyklu aktivuje dvakrat. Reseni tedy prohiha po malych SCGS hlocich 
kde kazdy hlok je tvofen soustavou 8 korekcnich rovnic nasledujici struktury: ' 

-OUHSf-1 - oPo/Ax = R't-1, 
-OUiSf + oPo/Ax = R't,
-OVf-ISJ-1 - oPo/Ay = R'J-1,
-ov1Sj + oP of fly = R'j ( 11) 
-owle-1St-t - oPo/Az - oT0g{J/2 = R%_1 ,
-owle8k . + oPo/Az - oT0g{J/2 = Rt,
-OUi-1/Ax + OUi/Ax - OV1-1/Ay + ov1/fly- OWle-1/Az + ow1c/Az = Rg,
-0ToS5 = R't,

kde rezidua R maji tvar typu 

Rk = ---g/JTa - Rir; R'f; = -Q- Rl'{;; Rl'{; = L DJ Tn - ToS 'f;, 
Rlf = L n: Wn - WleS k - (Ple+l - Po)/Az - (To+ T1c+1) g{J/2. (12) 

Nejdrive se z posledni (energeticke) rovnice hloku (ktera ohsahuje slozky rychlosti 
ve forme parametru) vypocte primo teplotni korekce oT0 = R't;/S'{;. Potom se toto 
oT0 dosadi do dvou rovnic pro rychlost ow a zhyvajici soustava 7 rovnic se tesi 
analyticky (Dodatek 1), cimz se ziskaji explicitni vyrazy pro korekce rychlosti 
a tlaku. Vlastni hodnoty velicin v m-te iteraci se stanovi vztahy typu ui(m) =
= ui(m - l )  + OUi- V uvedenem procesu je nutne pouzit relaxacni faktory s < 1, 
protoze rovnice V hloku jsou lokalne linearizovany. Relaxace se provadi modifi­
kovanim centralnich koeficientu S vztahem S = S /s. Pro feseni proudeni skloviny 
s tycovymi elektrodami hyly pomoci numerickych experimentu stanoveny opti­
malni hodnoty eu = 13V = 13W = 0,8, BT = BU /2, ktere jSOU pfih}izne stejne pro 
hruhou i jemnou sf£. 

Dosazene konvergujici :reseni se pomoci transformacniho operatoru I� prodlouzi 
do jemne site, kde se stava pocatecni aproximaci. Na jemne siti se provadeji re­
laxacni cykly stejnym postupem, jak hylo popsano vyse pro hruhou sit. Avsak 
iterace na jemne siti neprobihaji az do uplne redukce rezidui, ale pforusi se v okam­
ziku jejich vyhlazeni, coz se projevi tim, ze vymizi silne fluktuace a rychlost 
konvergence se zpomali a vyrovEa. Pomoci transformacniho operatoru 11 se 
potom p:renesou dosazena rezidua Rlf a foscni qt zpet do hrube site, kde se oznaci 
Rl, q. Na hrube siti se formuluji potrebne Jinearizacni koeficienty D rovnic (6) 
a stanovi se defekt 

(13) 

kde Le je oznaceni pro lokalne linearizovany operator pomoci zminenych pfonese­
nych hodnot. Na hrube siti se potom fosi rovnice 

Lcqc =Fe+ y-r, (14a) 

ve svem korekcnim tvaru pro neznamou korekci oqc: 
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Lc'Sqc =(Fe+ yr) - Lcqc(m - 1) = Rc(m -1),

qc(m) = qc(m - 1) + 'Sqc (14b) 

Bylo rovnez zkoumano uziti -r-extrapolace [4] s faktorem y = 2r/(2r - 1), kde r je 
lokalni fad aproximace modelovych ro vnic. V pfesunute siti vsak behem dosud 
provedenych numerickych testu nebyl zamamenan jeji vliv na podstatnejsi'. urych­
leni konvergence. Reseni rovnic (14b) se provadi stejnym blokovym postupem, jak 
bylo uvedeno vyse. Jedinym rozdi'.lem oproti soustave (10) je pozmenena prava 
strana pfidanim defektu -r. Tento fakt ma velkou vyhodu, protoze postaci napro­
gramovat pouze jednu proceduru pro vsechny relaxacni cykly v jemne i hrube 
siti. Uvedene iterace rov. (14b) na hrube sit,i musi vsak probihat az do dosazeni 
dobre aproximace feseni, ale protoze jsou diky malemu poctu uzlu pomerne rychle, 
nespotfebuji pfilis mnoho strojoveho casu. 

Dosazene feseni qc na hrube siti se nyni pouzije pro korigovani stareho feseni qt 
V jemne siti. To se provede tak, ze se do jemne site interpolacne pfenese (pomoci 
operatoru ID bud' rozdil mezi ziskanym a pocatecnim fesenim 'Sqc = q_C - I,q-t, 
nebo pfimo ziskane feseni qc. Nove feseni V jemne siti je potom dano vztahem 

(15) 

ve vsech uzlech krome tech, kde je I�'Sqc srovnatelne s hodnotou qi (vnitfni diskon­
tinuity, nebo rozhrani), kde se musi pouzit vztah 

(16) 

Pomoci numerickych experimentu bylo zjisteno, ze pro sklovinu s tycovymi elektro­
dami je zde nutno zavest relaxacni faktory s, a to stejne velikosti, jako byly 
pouzity v procedure SCGS pfi feseni blokt'.i (11). 

Po stanoveni hodnot q�ew se provede jeste nekolik iteraci V jemne siti k vyhlazeni 
ruznych zkreslujicich chyb vzniklych nasledkem pfenosovych a.proxima.cnich 
opera.ci I!. Tim je ukoncen ma.krocyklus multigrid, ktery lze nekolikrat opakova.t 
pro dosazeni potfebne pfesnosti diskretni a.proxima.ce. Vetsinou staci provest 
2 az 3 makrocykly, kterymi· se dostaneme az k numericke pfesnosti procesoru 
pocitace. Pocet vnitfnich cyklu V jemne siti je v zhledem k pozadavku pouheho 
vyhlazovani chyb take velmi maly, pfiblizne 3 az 10 podle typu a rozsahu fesene 
ulohy. 

Stanoveni transformacnich operaci It a I'j vyzaduje znacne peclivosti, protoze 
na nich do jiste miry zavisi konvergencni rychlost i stabilita celeho makrocyklu 
multigrid. Konkretni tvar techto operatoru byl pfevzat od Vanky [3] a je uveden 
v Dodatku 2. 

TESTOVACfVYPOCET 

Konvergencni charakteristiky a stabilita algoritmu byly demonstrovany vy­
poctem teplotniho proudeni skloviny v pravouhle oblasti s jednou svislou elektro­
dou. Tato obla,;;t 0, 72 m x 0,69 m x 0,52 m pfedstavuje symetrickou polovinu male 
modelove pece s vykonem 2t/24 h. Okrajove podminky pro vsechny slozky rych­
losti byly stanoveny dusledne Dirichletova typu a pro tlak nebylo nutno zavadet 
zadne okrajove podminky (selfkonzistentnost tlaku). Prava svisla hranice pfedsta­
vuje symetrickou rovinu XZ. Natok, tvofeny zakladanym kmenem, je realizovany 
rovnomernym rozdelenim normalovych rychlosti w V horni vodorovne plose X y.

Vytokovou hranici je vstup do prutoku v zadni svisle stene YZ, ktery je charak-
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terizovany kvadratickym rozclelenim normalovych rychlm,ti u. Vstupni a vystupni 
hmotnostni tok je udrzovan na konstantni hodnote 0,0116 kg/s. Vsechny ostatni 
hranice pro rychlosti jsou neklouzaveho typu. Okrajove poclminky pro teplotu 
jsou urceny zadanymi ztratami (tepelne toky 450 W/m2 na bocnich ;;tenach a ve 
clne a 65 800 W/m2 V horni rovine kmene). 

Pro vypocet metoclou multigricl byly pouzity dve urovne siti: jemna,; 18 X 18 X 
X 22 = 7128 a hruba s 10 X 10 x 12 = 1200 uzly. Konvergence iteracnich 
proceclur byla sledovana pomoci 80Uctoveho prumerovaneho rezidua RR prislusne­
ho 5 modelovym rovnicim: 

kde je NX, NY, NZ pocet vnitrnich uzlu ve smerech x, y, z. 

Program pro vypocet byl vypracovan v jazyce FORTRAN IV. Vypocet jedne 
SCGS iterace na pocitaci EC 1033 trval 100 s pro jemnou si£ a 15 s pro hrubou sit. 
Pro tento vypocet byla postacujici operacni pamet 240kB, pficemz se navic vyuzi­
vala vnejsi diskova media pro ukladani prvku poli pfi prechodech mezi sitemi. 

Vzhleclem k tomu, ze kombinovana metoda SCGS-multigrid je zcela nova pro 
modelovani proudeni Rkloviny, nebylo dosud provedeno prflis veJke mnozstvi 
numerickych experimentu. Uvedeny priklad makrocyklu multigrid byl realizovan 
pfi pevnem poctu 10 cyk]u V jemne siti a omezenim prahOVOU hoclnotou 0,00045 
pro 80Uctove reziduum RR V hrube siti. Na obr. 3 je znazornen prubeh konvergence 

RR C F C F C F 

0,0030 

0,0025 

0,0020 

0,001 5 

� 

0,001 0 

0,0005 

0 10 20 30 40 50 60 70 5 10 5 10 15 5 10 5 10 5 10 
ITER 

Obr. :3. Rychlost konve1'gence (RR) v hrube (C) "jem11e (F) siti pro cykly multigrid. 

V obou Ritich pro vyse uvedene relaxacni koeficienty 1,U, 1,T . Trirozmerna struktura 
proudeni je nasledkeml znacnych vztlakovych jevu, zpusobenych intenzivnimi 
tepelnymi zdroji v okoli elektrody, dosti slozita. Na obr. 4 je typicke rychlostni 
pole V rezu XZ prochazejfofm elektrodou. Je zrejme, ze v}iv e}ektrody je V tomto 
pripade dominantni a prevazuje nad vlivem natoku a vytoku skloviny. Na obr. 5 
je pro srovnani znazorneno rychlostni pole ve stejnem rezu, avsak vypoctene 
jeclnosifovou metodou SCGS V hrube siti. Srovnanim je videt, ze proudove obrazy 
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jsou sho<lne, coz Ize povazovat za <lostacujici oveteni koncepce multigrid. Reseni
V jemne siti poskytuje obecne detai}nejsf prubeh proudenf, a pritom Ca80V8 naroky 
na jeho vypocet metodou multigrid jsou vice jak lOkrat nizsi, nez kdyby byla 
na tuto si£ aplikovana pfimo jednosi£ova metoda SCGS. 
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Ob·r. 4. Rozlozeni vektoru rychlosti v jemne siti ve svislem fezu XZ proclMtzejicim tyfovou elel.-trodou -
metodci multigrid. 
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Obr. 5. Rozlozeni vektoru rychlosti v hr1tbe siti ve stejnem fezu jako na obr . .J --- jednosi!'ovci inetoda. 

ZAVER 

Byla vypracovana a ovefena velice ucinna procedura pro stacionarni vypocet 
tfirozmerneho teplotniho proudeni ve sklovine. Iteracni algoritmus je zalozen na 
svazanem feseni vsech modelovych rovnic pomoci symetrickeho Gaussova-Seidelo­
va schematu a na variante uplne aproximace (FAS) metody multigrid. 

Numerickymi experimenty bylo ovefeno, ze pouziti dvouurovnove koncepce 
multigrid je zcela dostacujici ke znacnemu (fadovemu) urychleni konvergence, 
coz povazujeme za nejdulezitejsi vysledek. Pro modelovani skloviny s tycovymi 
elektrodami vzhledem k jejich pomerne tesnemu uspofadani je totiz pouziti vice 
jak <lvou urovni siti temer neprove<litelne. Reseni vykazuje dale velkou stabilitu
i V pfipade vyskytu znacnych gradientu velicin, zejmena teploty. Teto stability 
bylo dosazeno uzitim detailni metody dilcich oblasti, blokove 1,;vazane iteracni 
procedury SCGS a aplikaci koncepce multigrid [6, 7]. 
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DODATEK 1 

RESENf SOUSTAVY KOREKCNfCH ROVNIC 

Soustavu (11) sedmi korekcn:ich rovnic v bloku SCGS (po vynasobeni -1) 
vyjadfime V maticovem tvaru 

r A1 0 0 0 0 0 A13' 'X1""i 1Bi:
0 A2 0 0 0 0 A14 X2 B2 1 

0 0 A3 0 0 0 A1 s x3 B3 
0 0 0 A4 0 0 A16 X X4 B4 
0 0 0 0 As 0 A17I Xs 'Bs 

10 0 0 0 0 A6 A1 s I x6 I B6 
lA1 As A9 A10 Au A12 0 I \..X1_,1 _) 

\..B1_,1 
kde diagonalni prvky A1 az A6 pfedstavuji centralni koeficienty vydelene relaxac­
nim parametrem e, A1 = Sf_ifeu, A2 = Srfeu, ... , A6 = S'f: few a prvky A7 az A1 s 
pfovracene hodnoty diferencnich kroku, A7 = 1/Ax, As = -I/Ax, A9 = 1/Ay, ... , 
A13 = I/Ax, A14 = -1/Ax, ... , A1 s = -1/Az. Neznamymi jsou pfislusne korekce 
X1 = OUi-1, X2 = OUi, ... , x6 = OWk, X1  = oPo. Prave strany B, oznacuji 
rezidua bud ve tvaru (10), nebo s pfidanym defektem ve tvaru (14b), napf. pro 
Bi plati bud Bi = Rlf_1 = � n:un - Sf_

1
Ut-i - (Po - Pt-il/Ax, nebo BI = 

= Rlf-1 - Yf-1Tf-1. Prave strany pro nezname OWk-1, OWk obsahuji navic clen 
oT0 • g{J/2, napf. B6 = Rl': + gfJTR - oT0 • g{J/2, kde Rlf je dano vyrazem (12). 
Resenf teto soustavy se provadi finitni metodou tak, ze se nejprve vypoctou po-

6 

mocne hodnoty c, = A1+6/A1 pro j = 1 az 6, dale hodnota C1 = L Cj . A1+12' 
6 j= 1 

posledni neznama X1 = oPo = ( L Cj . B1 - B1)/C1 a nakonec ostatni nezname 
j=I 

pomocf vztahu X1 = (B1 - X7• A1 2+1)/A1 proj = I az 6. 

DODATEK 2 

ALGORITMY PRO MEZISfTOVE PRENOSY 

System dvou vnofenych, 3 x pfesunutych siti s uplnym zjem.nenim na 0,5 
vyzaduje sudy pocet uzlu NXt, NY!, NZ! v kazdem smeru jemne site. Celkovy 
pocet v kazdem smeru hrube site potom bude Ne= Nf/2 + I. Indexaci i veliciny 
V jemne sfti budeme dale oznacovat ma}ymi pfameny, a V hrube sfti ve}kymi pisme­
ny. Site jsou do sebe vnofeny takovym zpusobem, ze si navzajem odpovidaji 
nejblizsi uzly s indexy i = 2 .  I - I a J = (i + 1)/2 (podobne pro smery y a z) -
viz obr. 2. Pro pfenos dvou druhu hodnot, tj. velicin (korekci) a rezidui, se zde
pouziva jeden druh algoritmu, zalozeny na linearni aproximaci. 

Pfenos  z jemne s i t e  do  h r u b e  

Pro veliciny ve stenach bunek (rychlosti, jejich korekce a rezidua) se pouzije 
prumerovani pomoci vztahu typu 

U(I, J, K) = ! (u(i, j, k) + u(i, j - I, k) + u(i, j, k - 1) + u(i, j -1, k-1)).
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Pro veliciny ve stfedech bunek (teplota, tlak, jejich korekce a rezidua) je pouzit 
jiny vyraz pro prumerovani: 

T(I, J, K) = � (t(i,j, k) + t(i,j - 1, k) + t(i -1,j, k) + 

+ t(i -l,j-1, k) + t(i:,j, k-1) + t(i,j-1, k-1) + t(i -1,j, k -1) + 
+t(i - l,j-l,k-1)).

P:fenos  z hrube  s i te  do j em n e  

Pfenos se provadi trojitou linearni interpolaci tak, z e  z 8 hodnot v hrube siti 
se urci vzdy 8 odpovidajicich hodnot v jemne siti. Pro rychlosti, jejich korekce 
a rezidua ve stenach bunek plati vztahy typu 

u(i,j, k) = /
6 (9. Ul + 3. (U3 + U5) + U7),

u(i,j + 1, k) = 1
1
6 (9. U3 + 3. (Ul + U7) + U5),

u(i,j, k + 1) = 1
1
6 (9. U5 + 3. (Ul + U7) + U3),

u(i,j + 1, k + 1) = l
� (9. U7 + 3. (U3 + U5) + Ul),

u(i + I,j, k) = 3
� (9. (Ul + U2) + 3. (U3 + U4 + U5 + U6) + U7 + U8),

1 
u(i + I,j + I, k) = 32 (9. ( U3 + U4) + 3 . ( Ul + U2 + U7 + U8) +

+ U5 + U6), 

u(i + 1, j, k +I)= 3
� (9. (U5 + U6) + 3. (Ul + U2 + U7 + U8) +

+ U 3+ 3 + U4), 

u(i + 1, j + I, k + 1) = 3
� (9. (U7 + U8) + 3. (U3 + U4 + U5 + U6) +

+ UI + U2), 
kde je oznaceno 

UI = U(I, J, K), 
U3 = U(I, J + 1, K), 
U5 = U(I, J, K + 1), 
U7 = U(I, J + I, K + 1), 

U2 = U(I + 1, J, K), 
U4 = U(I + I, J + I, K), 
U6 = U(I + 1, J, K + 1), 
U8 = U(I + 1, J + I, K + 1). 

Pro veliciny ve"stfedech bunek (tlak,' teplota, jejich korekce a rezidua) je pouzita 
interpolace typu • 

t(i,j, k) = 6
� (2 7. TI + 9. (T2 + T3 + T5) + 3. (T4 + T6 + T7) + T8),
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t(i + 1, j, k) = 6
� (27 . T2 + 9 . (Tl + T4 + T6) + 3 . (T5 + TB + T3) + T7)

t(i,j + 1, k) = :
4 

(27. T3 + 9. (Tl + T4 + T7) +a. (T5 +TB+ T2) + T6),

t(i + l,j + 1, k) = :
4 

(27. T4 + 9. (T2 + T3 +TB)+

+ 3 . (T6 + T7 + Tl) + T5),

t(i,j, k + 1) = 6
� (27. T5 + 9. (T6 + T7 +TI)+ 3. (T2 + T3 +TB)+ T4),

t(i + l,j, k + I)= 6
� (27. T6 + 9. (T5 +TB+ T2) +

+ 3 . (TI + T4 + T7) + T3), 

t(i,j + 1, k + I)= 6
� (27. T7 + 9. (T5 +TB+ T3) + 3.

+ (TI + T4 + T6) + T2), 

t(i + l,j + I, k +I)= 6
� (27. TB+ 9. (T6 + T7 + T4) +

+ 3. (T2 + T3 + T5) + TI).

V prihranicnich uzlech se uvedene vztahy ponekud modifikuji pro dodrzeni 
okrajovych podminek. 
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PACqET TPEXPA3MEPHOfO TEqEHHH CTEIUIOMACCbl C IlOMOlllblO 
METO,ll;A MULTIGRID (MHOfOCETQqHbll1 METOJ],) 

I'ocyoapcmeeHHbiu Hay1tHo-ucc.11,eooeame.abc,;uu uHCmumym cme1r.11,a, 501 92 I'paoe4 Rpa.11,oee 

B pa6oTe rrpHBOAHTCll 3q>q>eKTHBHal1 pac'IeTHall rrpou;eAypa B KOHeqm,rx pa3HOCTl1X AJIH 
TpexpaaMepuoro Teqemrn H TeMrrepaTyphl cTeKJIOMacchl B cTeKJIOBapeHHhIX rreqax. AJirop.lITM 
OCHOB.bIBaeTcll Ha CBl13aHHOM pemeH.II.II ypaBHeH.llll KOJIHqecTBa ABHIBeH.llll, Herrpep.bIBHOCT.II 
ll 3Hepr.1I.II B ecTeCTBeHHLIX HepeMeHH.bIX C IIOMOID;.bIO MHOroceT01IHOro MeTO/Ia, Mo).\eJILHh!e 
napD;HUJibHLIC ypaBHCHllll /Ill.CKpeTil3I!pOBaH.bI B IIIUXMUTHOll ceTKe C IIOMOlllbIO rn6pH/IHOll 
/IHq>q>epeuu;naJILHOll CXCMhl, KOTopaH .IICIIOJir,3yeT MeTO/I qacTHblX OOJiaCTell. )];JIH .IITCpau;.IIOH­
HOro npou;ecca np.lIMCHHeTCll C.IIMMCTp.llqecK.llll MCTO/I faycca-Ceii:11eJIH (SCGS), Bhl/:(CJIHIO­
ID;.llllCll oco6oii: CKOpOCTI,IO BhlrJialli.1IBaH.1Il1. IT poBO/:(.IIJI.IICI, pac1ICTJ,I B MOACJibHOli ITC'I.II co 

322 Sillkaty c. 4, 1989 



Vypocet tfirozmerneho proudeni skloviny metodou multigrid 

CTepmeH0Bh!MH 3J10KTPOA8MH npB npHMeHeHBH ABYX pa3HOCTHhlX ceTOR C 10x 10x 12
H 18 X 18 X 22 y:mOBhlMH; TQqR aMll. BbIJIO ycTaHOBJieHO, qTQ BCH npOIWAypa B0CI,J,{8 61,1cTpo 
CXOAHTr H R noJiyqemuo. IlOAXOAHIIl0H TQqHQCTll. 

Puc. 1. Cxe.Ma w.ax.Mamnoii cem,w e n.11,oc1wcmu XY. 
Puc. 2. Ynop,i8o1'enue moni.oii u 2py6oii w.ax.Mamnblx cemoi. e n.11,oci.ocmu XY. 
Puc. 3. Ci.opocmb 1wneep2en4uu (RR) e 2py6oii w.ax.Mamnoii cemx:e ( C) u moHl.oii w.ax.Mam1toii 

cemi.e (F) 8.11,R .MHoaocem o1'HblX !fUKJIOB. 
Puc. 4. Paa.MeUfeHue eex:mopa c Kopocmu e moHx:oii cemi.e e eepmui.a.11,bHO.M ce1'fHUU XZ, 

npoxo8Ji'Ufe.M 1«!pea cmep :ll(Heeb1ii aJ1ex:mpo8-.M1to2ocemo1tHbllt .,11,emoo. 
Puc. 5. Paa.MeUfeHue eex:mopa ci.o pocmu e apy6oii cem,;e e mo.M :11Ce ce1te1tuu, i.ai. Ha puc. 4 -

08Hocemo1'1tb1ii .Memoo. 

CAL CULATION OFT HREE-DIMENSIONAL FLOW OF GLASS MELT USING 

THE MULTIGRID METHOD 

Petr Schill 

Sta.te Gla11s Research Institute, 501 92 Hradec Kralove 

An efficient finite difference calculation procec,ure for three-dimensional flow and temperature 
of glass melt in a glass tan k is presented. The algorithm is based on a coupled solution of the 
momentum, continuity and energy equations in primitive variables by the multigrid technique. 
The governing partial differential equations a.re diECretized in a staggered mesh by a hybrid 
differencing scheme using th e method of sections' solution. The symmetrical coupled Gauss-Seidel 
technique (SCGS) was used for iterations and found to provide good rates of smoothing. Calcu­
lations were made for glass melt in a model tank with rod electrodes using two difference grids 
of 10 X 10 X 12 and 18 X 18 X 22 nodes. The procedure was found to converge rapidly to an 
acceptable accuracy. 

Fig. 1. Staggered mesh arrangement in the XY plane. 
Fig. 2. Staggered fine and coarse grid arrunyfment in the XY plane. 
Fig. 3. Rate of convergence (RR) in coarse (C) a'Yld fine (F) grids for multigrid cycles. 
Fig. 4. Velocity vector plot in a fine grid for a vertical XZ cross section including one rod electrode -

rnultigrid method. 
Fig. 5. Velocity vector plot i n  a coarse grid for the same cross section as in Fig. 4 - single grid

method. 

ME TOD AS O L-G EL. Gorham Advanced Materials Institute dl\la pruzkum trhu o moznostech 
vyuziti metody sol-gel pl'i vyrobl\ progresivni keramiky a skla. Uz nyni lze v teto oblasti kon­
statovat, ze 
- firma 3M vyrabi touto metodou keramicka vlakna, ktera jsou o 50 % pevnejsi nez bezne

vyrobena vlakna:
-- japonska firma Sumitomo miize vyrabet jen touto metodou sva nekone/Jna vlakna z karbidu 

kremiku; 
- mnohe firrny pl'-ichazejici na trh s prasky, nekonecnymi vlakny a tenkovrstvymi supravodici

by je mohly vyrabl\t metodou solgel;
-- na zaklade prasku vyrobenych metodou sol-gel lze vyrabl\t velmi ciste keramicke materialy, 

oteruvzdorne <lily a plasrnove sttikane povlaky; 
- v oblasti biokeramiky se jedna o zubni implantaty z hydroxyapatitu ziskaneho metodou

sol-gel;
-- z dalsich oblasti vyuziti lze jmenovat: keramicke kompozity, ultrafiltry, katalyzatory, magne-

ticke ferity, zeolitova rnolekulova sita, pevne elektrolyty aj. 
Dnesni trh keramiky a skla na bazi metody sol-gel se odhaduje na 25-50 rnil $, do r. 1993 ma 
cinit 300-500 mi!$. 

(Keram. Zeitschrift 40, 1988, c. 9; 655) 
Douskova 
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Zajimavosti 

TECHNOLOGIE PULSED S INTER/HIP PRO VYROBU K ER AMIKY. Americky 
Gorham Advanced Materials Institute oznamil, ze zahajuje dvoulety program komercializace 
sve technologie PuSH (Pulsed Sinter/HIP process) pro vyrobu keramiky. Pouzitim teto techno­
logie se snizi naklady a doba vyroby progresivni keramiky pro elektroniku. Technologii lze pouzit 
pro vyrobu keramiky z oxidu hliniteho, nitridu hliniku, karbidu kremiku, nitridu kfemiku, 
karbidu b6ru, cliboridu titanu aj. Technologie byla vyvinuta z dfivejsich vyrobnich postupu 
firmy, spojenim slinovani a zaroveho izostatickeho lisovani. Kombinuje se tu kratkodobe slinovani 
s rychlym stlacovanim pod tlakem, behem kratke doby se generuji velmi vysoke tlaky bez potreby 
nakladnych vysokotlakych nadob. Intenzivni, pulsni tlak stlacuje horke keramicke materialy 
az na 99,5 % jejich teoreticke hustoty. Dvoulety program se zamefi na optimalizaci technologie 
pro vyrobu ve velkem a na rozsifovani aplikaci specifickych keramickych materiali1. 

(Electronic Chem. News 3, 1988, c. 12, 8-9) 
Douskova 

STREDISKO SLUZEB Z.AKAZNfKUM (Customer Service Centre) - jako prvni 
na svete - postavi nakladem 4 mi! e firma Z-TECH v Australii. Tim se cl,ile upevni silici pozice 
fy Z-TECH na svetovem trhu progresivni keramiky. Stredisko bucle zamestm\,vat 50 lidi a bude 
vybaveno nejmodernejsim zafizenim na zpracovani keramickych material11, jako jsou napt. 
oxid zirkonicity, oxid hlinity, nitrid kremiku a oxid titanicity. Zakaznikum v oblasti strojirenske 
keramiky, keramiky pro elektroniku a keramickych barev bude dodavat keramiku na vyhoclno­
ceni. Ve stfedisku bucle take zajistovan navrh vyrobku a zpracovatelska poradenska sluzba. 

(Industrial Ceramics 8, 1988, c. 2, 92) 
Douskova 

VYZKUM PROGRE SfVNf KER AMIKY VE SVEDSKU zacal pred 15 lety pracemi 
na zarovem izostatickem lisovani u fy Asea v Robertsfors, od te doby byl pokrok v oblasti stroji­
renske keramiky rychly. Zaslouzil se o to Swedish Institute for Silicate Research (SISR), svedsky 
prumysl i univerzity. V soucasne <lobe jsou vyvojove prace rozcleleny takto: 
oblast praci 
vyroba materialu pro elektrokeramiku 

a konstrukcni keramiku 
zakladni vyzkum a vyvoj materialu 

a zpracovani 
vyroba keramiky chemickou cestou 

vlakny vyztuzena keramika 
technologie zhuti'1ovani 
charakterizace 

firmy, instituce 
EKA, Kema Nord Inclustrikemi 

SISR, SIPER, Chalmers Univ, Univ Lulea, 
Seco Tools, Sandvik, Asea Cerama 
Institut for Surface Chemistry (ISC), Berol 

Kemi 
SISR, Sandvik 
SKF, SIPER, Asea Cerama, Sandvik 
Chalmers Univ, Univ Lulea, Umea Univ, The 

Royal Institute of Technology, Sandvik, 
Asea Cerama, Kema Nord, Studsvik Energi-

teknik 
vyroba a komercializace Sandvik, Kema Nord, Asea, Seco Tools 

Ve Svedsku lze pozorovat rozsahlou spolupraci na narodni bazi, konkurence mezi firmami je 
omezena, coz umozirnje Svedsku uclrzet si prominentni pozici na mezinarodni scene. 

(Industrial Ceramics 8, 1988, c. 2, 94) 
Douskova 

N .AK L ADY NA VYZKUM SUPR AVODIC-0. V USA bylo v r. 1987 vynalozeno na 
vyzkum supravodicu 84,6 mil$, na r. 1988 se navrhuje 147,5 mil e (o 74% vice), na r. 1989 205 
mil $. V USA se venuje vice pozornosti zakladnimu vyzkumu; pod zastitou ministerstva obrany 
se provadi vyzkum a vyvoj orientovany na vyuziti v elektronice. V .Japonsku cinil rozpocet na 
r. 1988 57 mil $ (bez platu), velka vetsina penez jde do vyzkumu aplikaci vcetne elektroniky.

(Electronic Chem. News 3, 1988, c. 14, 5) 
Douskova 
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